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ビショップ分割法を用いた三次元支持力解析(1 ) 

Three Dimensional Bearing Capacity Analysis 

by use of Bishop' s Method of Slices (I) 

M之日ヨ E国耳ifJ-UJ C:J ヰ白幸安t+

Kunitomo Narita and Hakuju Yamaguchi 

Although the method of slices for slope stability has b田 nverified successful in the 

回 lculationof bearing capacity of strip f∞>tings on inhomogeneous and an-isotropic found-

ations， it has not yet b田 napplied for three di配 nsionalproblems. A ∞nventional 30 

analYsis of bearing capacity of square and rectangular footings is presented in this paper， 

by use of thc sishop' s sirnpl上fied配 thodof slices， for assw肥dc町 vedsliding surfaces 

cornposed of log-splrals in th巴 directionof the longer axis of th日 base.

The paper consists of two parts; P，訂t(1)， derivation of equilibriurn叩 ationsto obtain 

民aringcapacity，加dPart(II)， nu肥 ri田 1田 lculationsto study characteristics of 30 solut-

ions and shape factors. 

1.はじめに

地盤の支持力評価は帯基礎(二次元)問題として

歴史的にも古くから研究が進められ、理論的な面で

の成果はほぼ一定の水準に達したと考えてよい。乙

れに対し円形基礎や正方形および長方形基礎のよう

な、いわゆる三次元支持力問題では、その数学的な

取扱いの困難さが解析的研究の進展を阻害する大き

な障壁となり、解析対象をかなり限定せざるを得な

い状況にある。したがって、実際問題における支持

力評価においては、実用的な見地から帯基礎の支持

力公式を流用し、これに実験や経験等から定めた形

状係数を導入する形で議論が進められている1)。

三次元支持力理論については、著者らの一人2)が

これまでの研究成果を紹介し、研究展望をまとめて

いる。理論的研究の歴史は1950年代に遡り、 Shield

ら幻が非排水(非圧縮)条件が満たされるTresca材

(φ=0材)としての均質粘土地盤上の正方形及び
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長方形基礎に対し、極隈解析を行って支持力の上界

値と下界値を求めている。正規圧密粘土地盤のよう

に非排水強さが深さとともに増加する問題について

は、中瀬4)が長方形基礎に対して円筒形状のすべり

面を仮定した安定計算を行い、その結果を帯基礎の

厳密解と対比して形状係数の形で整理し、実設計へ

の資料を与えている。鵜飼5)は、上記Shieldらが提

案した可容速度場を部分的に改良して、基礎底面の

粗滑を含むより一般的な条件下での極限解析を行い、

従来解との比較を通じて正規圧密粘土地盤上の正方

形及び長方形基礎の支持力を総括的に論じている。

円形基礎は軸対称載荷問題であるから理論的な取

扱いが比較的容易であり、古くからKotter方程式を

解く剛塑性解析が行われている6)7)。ごの種の解析

では、中間主応力(円周応力 :σe)の仮定の仕方

によって支持力特性が大きく変化することが考えら

れるため、山口ら8)や勝見9)は、最大・最小主応力

(σ1， び3)の間で σ0を幾っか変化させた解析を

行い、支持力の値やその分布形状に与える aeの影

響を調パている。また、鵜飼1日)は内部摩擦角φ'の

応力依存性を考慮できる降伏条件式を用いて同様の
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解析を行P，σOの増加に伴うゆ'の増加と半径方

向ヘの押し出し分力の増加の相乗作用によって支持

力は単調に変化しないことを示している。

ところで、帯基礎では斜面安定解析の分割法を用

いた支持カ計算法が、不均質性や異方性など、複雑

な相主を有する地盤において有用であることが示さ

れている 111。 一方、有ー限幅の載荷では地盤内で曲

面状のすべり破壊が想定されるが、この種の三次元

すべりに対する安定解析は斜面安定問題において既

に幾っか見られており、その成果は着々と実を結び

つつある。これらは主として、円筒や円錐体あるい

は回転楕円体などで表現されるすべり土塊を柱状の

要素に分割して極限平衡解析を行うものであり、分

割j柱体間力を全て無視したHovland121の簡便解析や

Spellcer法を拡張したChellら131の解析をはじめとし

て、 Bakerら141の変分法に基づく解折、 H回Jgr151や

鵜飼ら161の簡易Bishop法やJ回 bu法を拡張した解析

などが実用的な手法として提案されている。しかし、

三次元支持力問題において、これらの斜面安定解析

の手法を応用した伊jは未だ見られていない。

本研究は、対数ら線を長辺方向に組み合わせて構

成される曲面状のすべり函に対して、斜面安定解析

で用いられる簡易ビショップ分割法を適用し、正方

形および長方形基礎に対する簡便な三次元支持力解

析法を提案しようとするものである。

(a) Plan View 

論文は以下の 2部構成とし、内容を

(I)支持力解析法の提示

( II )数値計算結果と考察

に分けてまとめる。本編は(I)として、三次元支

持力に関する従来の研究成果を概観し、本研究の位

置付けを示したのち、分割法を用いた支持力解析法

を詳述する。なお、論文構成の統ーを図る意味で、

図表および式の番号は(I)、(1I )編を通じて連番

とし、参考文献は本編に一括掲載することにした。

2岨分割法支持力解析

2. 1 すべり面の仮定

本論文で恒定した曲面すパり面の形状を図 1の

( a)平面図、 (b)側面図および(c )正面図に

示す。すべり面は、基本的には基礎左端を通る対数

ら線の組み合せで構成されるものとし、その大きさ

(すペり領域幅aおよびすペり面深さ h) を楕円形

状に変化させて立体的な曲面を与える。以下では、

基礎の中央から長辺L方向(すベり回転軸方向)に

瓦軸、短辺B方向(すパリ方向)に y軸、深さ方向

(鉛直下方)に z執を設定する。

側面図において、すべり面の最大断面(領域幅:

aO，深さ :h日)を与える対数ら線の極を点。とす

ると、その位置は始線OAの長さ r日と基礎面から

2 u2 X" Y 
-一τ 十一二て =1
bと a図乙

図-1

曲面すベり面の仮定
y 

(c) Front View 

b x 

r = r oexp(μS) 

φ' 
x2 Z2 

b' -+ ho' = 1 

( b) Side View 
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すなわち、 a値は xy面内(平面図)で aO，bを長

短軸とする楕円の y座標値で、 h値はxz面内(正

面図)で b，h目を長短軸とする楕円の z座標値で与

えられるものとすると、 (a，h)と位置xの関係は

ビショップ分害司法を用いた三次元支持力解析(I)

a (=y) =a日 J1-(x/b)2

h (= z) ニ h目 u一(X/b)2

となる。 上式で明らかなよウに、断面値の比率は

a/h=a白/h目となって、 xによらず一定である。

また、式(3)，(6)から、この比率a日/h目は (r日が

消去される結果)αだけの関数で表されることが分

かる。したがって、任意のxに対し対数ら線の形状

は最大断面と相似に与えられ、始線の傾角 αは一定

で、極の位置は側面からみてOA上で移動すること

になる。このとき、 x位置の始線長 rOxは式(7)の

断面値 (a，h) と比例関係にあるから、最大断面

のr日に対して次の関係で定まる。

(7) 

(8) 

2. 2 分割土柱に作用する力

前節で定義した曲面状のすべり領域を、図--2の

ように地表面で(.L]x XL1 y)の辺長を有する微小

な角柱体の土柱に分割する。底面(すパり面)の幾

何学的条件を規定する 4点の z 座標を Zl~ Z4とす

ると、各諸量は以下のように与えられる。

①土柱高 hxy=(Zl十 日 十 Z3+Z4)/4

②すペり面の傾き (αx，αν)

x Z面内:t叩 αx=dz/dx

二(z 4十 Z3一 Z2 --Z 1 ) / (2L1 x ) 

y z面内:t叩 αν=dz/dy

- (Z4十 Z2 - Z 3 -Z 1) / (2.L] y ) 

③すべり面の法線の方向余弦 (l，m，n)

1 =-t回 αx/λ，m=-tanαν/λ， n=l/λ 

rox= r日Jlご(x芯)2

の傾角αの組み合せで規定される。このとき対数ら

線の方程式は、 μ=t叩 φ， (φ 有効せん断抵抗

角)と置き、始線から測った角。を変数として

r=roexp(μe) (1) 

で表され、ら線上の任意点の座標 (y，z)は

y=r自 [cosαexp(μe )cos(α十 e)J 

z=r日 [exp(μe)sin(α 十 e)-sinα] 

で与えられる。ら線の中心角をωと置くと、第 l式

でe=ω とした yがa自を与えるから

a日=rO [cos α-exp(μω)cos(α+ω)J 

ただし、 ωはαとの聞に

exp(μω)=sinα/sin(α十ω) (4) 

の関係がある。一方、。=ヮで対数ら線が最深点を

通るとすると、幾何学的な関係から

ヮ=π/2十φ'一α

であり、このとき z=h自となって

h白=rO [exp(μ マ)cosφ，-sinα] (6) 

を得る。以上、式(3)および式(6)によって、最大断

面を与える極の位置 (r目， α)と断面値 (ao，h日)

の関係が定まる。

さて、最大断面より長辺L方向に xだけ離れた位

置のすべり面の形状を断面値 (a，h)を有する対

数ら線と考え、その変化を楕円の方程式で表現する。

(2) 

(3) 

(5) 

y 

L]Q(q， p.) 

X 

ど

z 

ただし、 λ=Jl石町αx十回2α「
④土柱の底面積 :.L]A=λL1x.L]y

(9) 

さて、分割土柱に働く力は自重や地表面荷重、す

べり面上の垂直・せん断力、そして土柱側面に作用

する不静定内力に分けられる。各力の作用状況と力

の多角形を図 2 (a)， (b)に示し、その特性を以

下に整理する。

①自重:L1W=γhxy. .L] xL1 y 

水面下ではyに水中単位体積重量:'y 'を

用いて有効重量を計算する。

h
t司
A
H
h
t司
+
h
ρ

分割土柱に作用する力

℃ヲ、
少

(a) Soil Colun田

( b) Force Polygon 

of a Column 

図-2
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地表面荷重:L1Qニ (q，po). L1xL1y 

基礎面内では支持力値q、面外ではサ

チャージp日をとる。

2つの力はまとめて扱うことができ

L1Wq=L1W + L1 Q =σJ・L1xL1y

q +i' hx~ (0三三 y三三B)
::__-: --:-' (10) 

P日十i'hxy (B<y) 

と整理される。方向余弦は (0，0，1)である。

@すベり面上の有効垂直力 :L1N' 

有効重量L1Wqに応じて、垂直力も有効応力で

考える。すべり面の法線方向に作用するから、

方向余弦は式(9)の (l，m，n)である。

③すべり面上のせん断力 :L1T

y z面内に作用し、すペりと直交する x軸方向

の成分はないと仮定する。したがって、方向余

弦は (0，cosαx， Slnαν)である。

④x z面内の不静定内力 :L1Px 

x z面内に現れる 2つの側面に作用する不静定

内力の合力をL1PxロZと置く o水平に対し下向き

に角度δ1 を測ると、方向余弦は (COSδ1，0， 

Slllδ1 )となる。すベりと直交する方向に作用

するので、すべり土塊に対する側方拘束力17)

としての意味をもっ c

⑤yz面内の不静定内力:L1Pνz

y z面内の不静定内力の合力であり、二次元問

題で扱う断面力(あるいは側面力)に相当する。

水平に対し下向きに角度れを測り、方向余弦

を (0，COSδ2， SHlδ2)とする。

問題を静定化するためには、上記の 2つの不静定

内力に関して何等かの条件を付与する必要があり、

本論文では以下の仮定を設けることにする。

L1 Pxz :土塊内の側方拘束力はすべり面に平行に

作用する (δ1=αx)と仮定する。方向

余弦は (COSαx， 0， sinαx) となる。

L1 P~z :簡易ビショップ法に準じて、断面力は水

平に作用する (δ2ニ0)と便定する。方

向余弦は (0，1，0)になる。

図 2 (b)において、 L1Wq，L1T およびL1P yz 

はyz面内の力、L1Pxzはxz面内の力であり、更

に上の δ1=αx，δ2=0を考慮すると、鉛直方向

の力のつり合いより

L1N' n -L1 Pxzsinαx十L1Tsinαν-L1Wq二 O

また、 xz面内での水平方向のつり合いより

L1 N' 1 -L1 P x z COSαxニ O

となり、 L1Pxzを消去すると

L1N' (1十t阻 2αx)/λ 十L1Tsinαν

=L1Wq (11) 

を得る。一方、支持力問題では地盤が極限平衡状態

(すべり面上で強度安全率:Fs= 1)に至った時点

を対象としているので、 L1Tはすべり面上で発揮さ

れるせん断抵抗力L1S Bに等しく、 L1N' との間に

LlT=L1 SB= c' L1A十L1N't回ゆ (12)

の関係がある。 ここで、 c は有効粘着力である。

式(11)，(12)より L1Tを消去してL1N'を求めると

L1N'ニ(L1Wq-cλL1xL1ysinαν)/mα 

mα=(l+t回 2αx)/λ 十Slnανtanφ サ

(13) 

となり、これを式(12)に再代入すると次式を得る。

L1T二{c ' L1 X L1 y (1十t阻 2αx)

十L1Wqtanφ'}/mα(14) 

上式でL1Wq=σy'L1xL1y であるから、ビショ

ップ法におけるすべり面上のせん断抵抗(τB)は、

τB二 L1T/L1A二 L1T/(λL1xL1y)より

τBニ{c ' (1十t叩 2αx)

+σy't叩ゆ'}/(λ'mα) (15) 

と表される。ここで、 yz面内の二次元すべりを考

えると、 αx=O，λ二 l/cosαν であるから

c'+ Uy' tanφ' 
B二 l'ー(16)

l+tahα~t組φ

となり、周知の関係式18)を得る。

2. 3 支持力計算

以上の諸式を通じて水平地盤の支持力解析を行う

のであるが、その基本的な考え方は今泉ら 11) の二

次元解析と同様であり、すパり土塊全体のモ メン

トつり合いを調べて支持力値qを逆算する方法をと

る。図 3にすべり領域の分割方法を示す。図中の

主な記号は以下の通りである。

1 X軸方向の分割柱番号

j : y軸方向の分割柱番号

NB:基礎短辺Bの分割個数

Nb:基礎長辺の半分bの分割偶数

NSi X 二 Xi での y軸方向の分割個数

なお、すベり領域を一様な大きさの角柱体で分割し

ようとすると末端部に図 4に示すような三角柱体

の士柱が残る。この三角柱体の幾何形状を表す諸量

は、式(9)で Z1 ~ Z3 を用いれば角柱体と同様に求

められる。したがって、以下の展開において角柱体

と三角柱体は本質的に区別なく取り扱ってよい。

ところで、前節に示した分割ニとれに働く 5つの力
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。
(a) 

図-3 すベり領域の分割

のうち、不静定内力は全体のつり合いに関与しない

から、すペり土塊のモーメントつり合いにおいて考

慮すべき力はLlWq，LlN'， LlT (=Ll SB)の3

つである。 (x，y)方向の(i ， j )番目の分割柱に

関する諸量には添字i，jを適宜付けることにして、

LlWq→Wij，どlN'→N'ij，LlSB→SBi jなどと

書き改めると、次のように整理される。

①分割柱鉛直力 :Wij

自重と表面力の和として式(10)で表され

Wij=Uv'ij . LlxLly (17) 

qj+γhi j (1壬J三五NB)

σV ij- P白十'Yhi j (NB+1豆J孟NSi)

ここで、 qjは分布支持力、 P自はサーチヤ ジ、

'Y h i jは土かぶり圧である。支持力成分によっ

てむには異なる分布形が想定されるので11)、

ここでは一般形状として、基礎幅B内で対称的

な図-5のような支持力分布を考える。支持力

NB 

図-5 支持力分布の仮定

E 

y 

2 

y 

z 

図-4 末端部の三角柱体

の平均値を qm=Q/BL=( q1 + q2)/2とし

て Y=Yjの分布力を qj=fj.qmの形で

表すと、 fjの一般形は次のようになる(q2'= 

q2f qm， F(j)=2(2j-1)/NBと置く)。

左区間:f;=F(j)+q2' {l-F(j)} 

右区間:f j =4-F(j)+ Q2' {F(j)-3} 

特別な場合として、一様分布ではQ2'=1でJ
によらず fj=l、三角形分布では Q2'=0で

f;は最終項を除いた形になる。

@分割柱底面有効垂直力:N'ij 

式(13)で与えられ、式(17)を用いると

N' ij= (σV ij-Cλsin αy) 

XLlxLly/mα(18) 

@分割柱底面せん断抵抗力:SBi j 

式(15)のτBより (nα=l+t回 2αxと置く)

SBij=τBi jλLl x Ll y (19) 

τBij = (c' nα 

十 Uv'i jt回 φ')/(λ.mα)

さて、最大断面を与える対数ら線の極O(ro，α)

を通り x軸に平行な軸線に関してモーメントつり合

いを考える(図 6)。 すペり面が円弧でなく、ま

たx軸方向の任意地点のすべり面を与える対数ら線

の極0'(r日X，α)がモーメント回転軸と一致しない

から、底面垂直力N'ijもモーメントつり合いに関

与する。ただし、モ メントに寄与するのはN'ij

のyz面内の成分であり、これをN"ijと置くと

N"ij=N'ij早耳石2=N'id(λCOS (ly) 
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， 
J 

図-6 モーメントつり合い

E 
y 

である。モーメント計算を行う場合はSBijSよび

N"ijを水平・鉛直成分に分割し、各方向の合力を

求めた方が便利である。座標軸方向を正にとると、

これら水平・鉛直成分の合力HijおよびVijは

Hij=N'ijt担 αν/λ-SBi j COSαv 

Vij=Wij-N'i;!λ-SBijsinαν 
(20) 

となる。また、両合力の極Oからの足の長さ dYjお

よびfYjは、図-6より

dyj=Yj-r0COSα 

fYj=zj+r目sinα
(21) 

である。したがって、モーメントつり合い式は形式

的に次のように書ける。

I:: (H i j X f yj -V i j X d yj )=0 

Hij， Vij に式(17)~(19) を用い、L1 x Ll y を

消去すると、上式の具体的な形は

I::iI::j (Sijtanαν-t i jCOSαν)X fyj 

-I::iI::j (UV'ij-Sij-tijsinαν)Xdyj=O 

Sij=(UV'ij-C'λSlllαν)/(λ ・mα)

tij=(c'nα十 UV'ijtanφ')/mα

となる。ただし、I::i，I::jはそれぞれ x，Y方向

の和を意味する。上式を Uv i jとC の項に分け、

それぞれの係数を dWj，dCj と置くと、モーメント

つり合い式は以下のように整理される。

I::iI::j (Uv'ij' dWj+c'・dCj)=0 (22) 

dWj=-dYj+dlj /λ+d2jt回 φ'

dCj=d2jnαd ljsin αν 

dlj=(dYj十 fyjt田 αν)/mα

d2j=(dYjsinαν-f yjCOSαν)/mα 

式(17)に見られるように、 Gv i jは基礎面内で未

知の支持力qj を含むから、 Y(j)方向の総和(I::j)

を分割して

I::jl :基礎帳B内 (j=l~NB)

I::j2 :基礎面外 (j=NB+1~Nsi) 

なる記号を用いると、式(22)は

I::iI::jl (fj qm+'Y hij)' dWj 

+I::iI::j2 (p日十γhi j)・dWj

+I::iI::j (C' . dCj) =0 

と表される。したがって、支持力の平均値qmを求

める式は、最終的に以下のように誘導される。

qm = 
EiI::j (U自 ij'dWj+c' . dCj) 

I::iI::jl (f;' dWj) 

(23) 

'Y h i j (1壬j壬NB)

U自 ij P白+'Yhi j (NB+1~玉J 壬 NSi)

モ メン卜中心点o(ro，α)の位置を変えて q皿

を計算し、その最小値を追求すれば所要の極限支持

力quが得られる。三次元支持カにおいてもテルツ

アギ型の支持力公式

qu=c'Nc+p自Nq+('YB/2)N'Y (24) 

が成り立つものと考えると、 c'，p白および'YB

の各項ごとに quを求めることによって、対応する

支持力係数 (Nc，Nq， N'Y)が定まる。
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