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3次元ポテンシャル問題解析のための立体要素

青木徹彦・木村勝行・佐藤浩一本

Finite Elements for Three-Dimensional Potential 

Problen Analysis 

Tetsuhiko AOKI， Katsuyuki KIMURA and Hirokazu SA TO 

Three dimensional FEM analysis has some problems in practical application because of 
complecated element division and large number of node and element data involved. It still 
should be payed attention to save computing time by considering proper element idealization and 
minimizing the number of nodal points， though some specific program such as automatic data 
input program has already been prepared for actual computation 

This paper discusses practical application of three-dimensional finite elements in the 

analysis of field problems. Simple tetrahedral elements may be convenient迂they紅 eassembled 
as eight-cornered brick elements. Average element stiffness matrix is employed in this case， 

dividing brick elements in two different ways. Isoparametric triangular prizm element is also 

introduced here as another useful element and the process of the formulation of element stiffness 
matrix is presented. 

1.序 言

我々の身のまわりの工学的現象のほとんどは3次元的

であるが，多くの場合，現実的対処としてこれらを2次

元的，あるいは 1次元的に取扱っており，またそれで工

学的に充分なことが多い。

しかしながら，問題によっては3次元解析が必要であ

るにもかかわらず，その解析方法の複雑さや困難さのゆ

えに2次元解析に甘んじ，現象を充分な精度で解析でき

ないままで、いたり，あるいはその結果，それぞれの分野，

における工学的所産の経済性を犠牲にした状態もなお，

少なからず存在するようである。

宣言い，近年のコンビューターの性能向上とコンピュー

ターによる種々の解析手法の発達により 3次元解析が比

較的楽にできるようになった。

3次元ポテンシヤノレ問題を解析する場合，現在最も汎

用性の高い解法は有限要素法であろう。有限要素法に関

する研究は国内外とも極めて多いが 3次元問題を解析

した例は多いとはいえない。 2次元問題と同様， 3次元

要素の形状や要素内部の補間関数にはいくつかの種類が

あるが，実際に有限要素分割を行って解析をしようとす

ると，どの要素を用いるかによって実用上のいくつかの

問題が生じてくる。たとえば有限要素法では解析対象を

要素分割した後，要素番号や節点座標を入力データとし

て作製しなければならないが， 3次元領域の場合，人間

の手でこれを行うことはもはや実用的ではなく，自動入

力の方法を考える必要がある。しかも，未知数の数が膨

大となるから，メッシュ分割の方法を充分考えて，でき

るだけ少ない分割数で必要な精度が保たれるよう配慮し

なければならない。

本報告は3次元有限要素解析におけるこのような問題

点に鑑み， これをポテンシヤノレ問題に応用するに際して，

実用上望ましいと思われる立体要素のうち，はじめに4

面体要素とその組合わせによる 6面体要素について述べ，

また，新たに三角柱アイソパラメトリック要素の定式化

を行ったのでその誘導過程と結果を示すものである。

2. 場の問題の有限要素式

場の問題の偏微分方程式を有限要素式へ離散化すると，

外部作用 {F(el}と内部ポテンシヤノレ{世}の関数は次のよ

うに表わされる♂ここで添字(巴)は要素に対することを

示す。

(K(el){世}+{F(el}=0 (2・1)

上式で (K(el)をフィーノレドマトリッ クス，または場の

マトリックスと呼ぶことにする。 (K(el)，および{F(el}の

内容は，熱伝達またはそれに類する他の問題の境界条件

がないとき次式のようになる。
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[K何)J=メ[BF[D][B]{O}dV (2幻

{F何)}=lQ∞Tdv+ 1 qo<N>T ds (α2幻

上式中の各記号の内容は以下のようてで、ある。

a<N> I I aNl aN， aNn 

aX I I ax ax ax 

[BJ =1 a~~> t= I令官E 舎 I (2.2)c 

a<N> I I aNl aN2 aNn 
aZ I I az az az 

rkx ー|

[DJ二 I• ky • I (2・2)d

L. • kz J 

ここでVは要素体積， 5はqに関する境界表面積，kx， 

ky，んはそれぞれX，y， z方向の要素内ポテンシヤノレ

伝導係数〔熱伝導率，浸透係数など)， Qは物体内の発熱

〔湧出)， qは物体表面での単位面積当りのポテンシヤノレ

流速。

また， 世の工 y，z方向の勾配を {g}とおくと，

坐 II主N>
ax I I ax 

{g}噌トi守ト{剣士〔山} (2.3) 

ao I I a<N> 
az I I az 

したがって，実際問題として必要となる世の勾配は

[BJ "トリックスと節点ポテンシヤノレ{引によって容易

に求められる。

3. 4面体要素とその組み合わせによる平均 6面体要素

(1)概説

立体要素のうち， 4面体要素は最も単純な要素であり，

要素7 トリックスの作製が簡単である反面，対象物を 4

面体要素に分割し，入力データを作ろうとするとそのま

までは取り扱いにくいものとなる。また，解に分割の方

向性の影響が現われることがある。この緩和を図る方法

の lつに，解析領域を 6面体要素に分割し，個々の 6面

体要素をさらに 5個の 4面体要素から組み立てる方法が

ある3)

(2) 4面体要素

Fig.1はxyz座標系における 4面体要素 ij k 1を

示している。 4節点の番号をつける順は， ijkl;k 

j 1 i など，最後の節点からみて，つねに最初の 3つ

の節点は反時計まわりとなるようにする。そして，要素

内部のポテンシヤノレゆが次のような 1次関数て、表わせる

ものとする。

Fig.l 4面体要素

世=α1十α2X+α3y+α4Z=[1 X Y zJ lal (3.1) 

ここ十こ，

{αj'=[α1α2α3α4J (3.2) 

4つの係数αは(x，y， z)に節点座標を代入して得ら

れる次の連立方程式から求めることができる。

(p，=α1+α2Xι+α3Yi+α4Zi 

ゐ=ニα1十四Xj+α3Yj+α4Zj

~k= a! +α2Xk十回Yk+α4Zk

~/=a!十 azX/十的Y/ 十 α4Z/

(3園 3)

式 (3・3)をマトリックス表示すると，

{ O}二 [φi oj 私世，Jェ [C]{α) (3.4) 

ここ十こ，
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1 x， y， z， 
係数マトリックス {α)は[CJの逆マトリックスを計算

し，式(3 ・ 4)に [CJ~1を前から乗じて求められる。すなわち，

{α}=[CJ-l{世} (3-6) 

ここ tこ，

a. b. c d 

1 I a. b. c. d 
[C]~l ニニ 1 . 

6V I a， b， c， d， 
C1 d， 

(3・7)

。t b， 

1 Xi Yi Zi 

1 Xj Yj Zj 
6V=1 

1 Xk Yh Zk 
(Vは6面体の体積〕

(3.8) 
1 x， y， Z， 

また，各係数は次のように与えられる。

ai =XJY IIZl+X kY lZJ+XlYjZk ~Xjy lZk 

工kYJZl-XlYkZj

bi =yjZ，十y"Zj+y，z"-y，z，， -y，，z，-y，Zj f (3・9)

Ci =XjZk+XkZ，+工lZr-XjZt-X)?Zj-XlZ，< 

di =Xjy，十XkYj十x，yk -Xjy k -x，yj-X kY' 

aj， a"， al， bj，ー ，dk， d，は回転順列。

式(3-6)を式 (3・2)に代入すると，



3次元ポテンシャノレ問題解析のための立体要素

(3・10)世=(1x y z )(C)-l{世}

となる。

ここで，形状関数を

(N) =(Ni n Nk NL)ェ(1x y z)( C) -1 (3・11)

で定義すると，

#ニ(N)(φ} G・12)

となる。したがって，式 (2・2)aの内容は以下のようであ

る。

(K何))イ(B)丁(D)(B){qS)dV 
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di dj dk d;J 

4面体要素のポテンシヤノレ伝導係数の方向に対する局

部座標系の軸 (i，;1， z')が全体座標系の座標軸(品川 z)と

一致しない場合，

×
 

i
 

z

z

z

 

z

y

z

 

ハ
ヴ
ハ
U
A
σ

円
、

u
Q
U
Q
V

o

o

o

 

p
u
nし

P
し

y

y

y

 

r

y

z

 

n
U
ハ
σ
ハ
U

Q
U
Q
U
Q
U
 

o

o

o

 

p
v
p
ν
p
u
 

z

z

z

 

z

y

z

 

A
U
A
σ
ハ
U

5

5

5

 

n
u
n
u
n
u
 

r
u
pし

fν

r
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!
I
s
i
-
-
L
 

一一l
 

z

z

z

 

z

y

z

 

F
R
h
h
 

y

y

y

 

z

y

z

 

ず

k
'
R
'
R

z

z

z

 

z

y

z

 

h

h

h

 

[
 

l
 

z

z

z

 

z

y

z

 

β
U
A
U
A
O
 

Q
U
Q
U
Q
U
 

o

o

o

 

f
u
nし

pu

z

y

z

 

y

y

y

 

A
O
ハ

σ
ハU

Q
U
Q
M
Q
U
 

n
v
ハ
u
n
v

c

pし
「

ν

z

y

z

 

ど

Z

Z

A
U
A
H
U
A
U
 

Q
U
Q
U
Q
U
 

O

D

o

 

pu

ハし

pu

[
 

l
 

nυ

ハ
H

U

Zz
 

k
 

ハ

U

Y

A

υ

y
 

h
 

z
 

X

A

u

o

u

 

h
 

ー

(3・14)

ここに， cosθρqはβ'(〆 y'，z')軸と q(x，y， z)軸

との方向余弦である。もちろん，両座標系の執が一致す

る場合は式 (3・14)の左辺マトリックスの非対角項は Oと

なる。

(3) 6面体要素

6面体を 5つの 4面体要素に分割する方法は Fig.2に

示すように 2通りである。この 2通りの分割方法によっ

て要素特性マトリックスを求めそれらを平均すれば，解

に現われる方向性の影響の緩和が図れる。この場合の解

は節点外力が変らない場合，重ね合わせの原理により，

組み合わせる前の個々の要素による解の平均値に等しく

なる。

解析領域の組み立て要素に 6面体要素を採用すること

のメリットの lつに，節点の配置をある規則下に置ける

ことによりデータの自動入力が容易となることがあげら

オ1る。

4. 三角柱アイソパラメトリッタ要素

(1) 概 説

前述のように解析空聞を要素分割する際，分割の自由

度を多少減らしても節点の配置をある規則下において単

純化し，データの自動的な入力がで、きるよう配慮するこ

とが 3次元解析で、は実用上特に重要である。また立体的
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Fig.2 6面体要素と 2通りの 5つの

4面体への分割

解析領域といえども， どの方向にも同じ未知量変化率が

ある場合はむしろ少なく，解析空間の，ある面内方向に

は分割数を多くして解析精度を高くし，それに鉛直な方

向には荒レ分割をして精度のパランスを計る場合が多L、。

あるいは，解析対象の形状そのものが，そのような分割

に適している場合がある。

ここに述べる方法は，そのような分割の一例として，

xy平面上におかれた解析対象をその平面上では3角形

要素分割を行い，それと直交する z方向では厚さの変化

しうるいくつかの層に分割するものである。その結果，

解析対象の分割自由度をxy平面的には少なくとも，従

来の 2次元分割と同程度に許しながら，座標に関する入

力データを大幅に減らすことができ，また節点配置の規

則性により計算結果の整理，表示が容易となる。

このときつくられる立体要素は Fig.3に示すような 5

面体アイソパラメトリック(三角柱)要素となる。要素の

上，下面は 3角柱 3つの側面はおのおの鉛直方向の 1

対の辺が平行な 4辺形である。

(2) 形状関数

Fig.3の3角柱要素の各頂点に 1つずつの節点を設け，

要素内部のポテンシャノレを 1次式で表わすものとする。



万、:伊
l 仁，ーープ (;('J'i.)

(正"~3)てー! 、f
¥¥1/〆..._'1=-1 

、..j/
(7('， ~f) 

(4・4)

(4・5)

青木徹彦・木村 勝行。佐藤浩

世=(N){<t，) 

(3) 要素フィーノレドマトリックス

式 (2・2)における形状関数(N)は式 (4・1)のように無

次元座標s. 平で与えられているから，偏微分に際し，

X， Y， zのs. 甲への変換マトリックス(Jl (ヤコビ

アン〕が必要となる。すなわち，

3 
aS2 

3 
ax 

=(川主

3 
aSl 

ヱ

5 

3 

3〆
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。
3 
az 

この逆関係 (J)-1 を用いて，式(7)を変形すれば，

B 
a7j 

a(N) 
aSl 

E並-
aS1 

E並
ax 

A
V
 

N
YいU

K

一。
T
H
E
M
 --

= (Jl-l(P){針 (4・6)

ここで， (P)の各要素は式 (4・2)をそれぞれSI，S2， 

早で偏微分して得られる。すなわち，

fl+7j 0 ー(1+甲)1一平

〔作封。川一(1十平) 0 

L SI S， S3 -SI 

一(1 甲)l

1-7j ー (1-7j)I 

S， -S3 J 

(4・7)

a(N) 
3平

。

=l J〕1iE生as， 

主金
百可

何
一
命g

 

主主
az 

え

三角柱アイソパラメトリック要素

このとき形状関数は無次元座標を用いてつぎのように表

わされる:)

Nz=tL(1十平 甲 ) (i =1~6，節点番号)(4-1)
ここで， Sは3角柱の x，y投影平面上の 3角形面積座

標， 甲は三角柱の上面で 1，底面で 1となるような無

次元座標。したがって，れこれニれ =1，れ=甲5=れ=

Fig.3 

Fig.3 の要素に対して Nl~N6 は次のように書ける。

よって，

(B) =(J)-I(P) (4・8)

これを式 (2・2)aに代入すると要素フィーノレドマトリッ

クスは次式となる。

(4・2)

N4=tC1(1-早)

N5=をふ(トザ)

Nl=ドd1十引

N，=をふ(川)，

N6=すふ(1-7j)N3ztふ(1+市)，

(4・9)

以下に (r11.および(Kiel)の誘導過程と結果を示す。

(4) ヤコビアン(J)，および(J)→

式(8)の(Jlは次式で示されるj)

ax 
aSl 

(K(el)二1rP)T(J-l)"r(D)(r1)(p)dV 

az 
aSl 

立主-
aSl 

s3=1-s1-s， 
X， y， zとs.

x =(N){x，) 

ニ (N1Xl+N，x，+N3X3)十(N.X4十N5X5+N6X6)

=SIXl十 S'X，+S3X3 (4・3)a

Y=くN>{y，}

=SIYl十 S，y，+S3Y3 

z =(N){zι) 

甲との関係はつぎのようである。

(4・3)b
(4・10)

マトリックスの各要素は式 (4・3)をそれぞれふ，S，，7j

で偏微分してつぎのように求められる。

az 
as， 

az 
aS3 

_E.1ι 
aS2 

立L
aS3 

(J)ニ I!; 
as' 

ax 
aS3 

ax ^ 
a7j-V 

~Y= 0 (4-11) 
σ甲

ax 
万三X23，

ay 
aS2 -Y23 

ax 万戸XI-X3=_:n3， 

av 
一」ー =Yl-Y3=y
aSl 

=;{仙+ζ)+S附 z，)+乙(z十z.)

十 S，7j(z，-z.)+S，甲(z，-z，)+S，7j(z，-z.)} (4・3)c

ここに，ペ，y" z，(i= 1 ~6) は第 i 節点の座標値，

Xi+3=Xi， Yi+3=Yi (í=1~3) (4・3)d

要素内部ポテンシャノレ世はくN>と節点ポテンシヤノレ

{<t，)とで表わされる。
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。Z 1 ay;-τ{(μ+Z.6)'+(ZI3ー Z46)7]}=Wl+ω27] 

dι=よ{(Z23十Z56)+(Z23-Z56)7]} =ω汁 W.甲
d~2 -2 

盆呈=よ(ZI'~I+Z25~2十Z36~3)=hl~1 十 h2~2d7]-2 

+ h3~3=hi~i 

ここで，Xij， Yii， Zu Ci， j=1..........3) はそれぞれふー

ん ，Yi-Yh Zi むを表わす。また，次の記号を用いる。

飢 =÷(Z13+h)，仇=~ (ZI3-Z46)， W3=す(Z23 

+ 叫 W4==す(Z口 Z56)

h1=ZI3/2， h2=Z25/2， h3=Z36/2 

以上をマトリッ Fスの形に整理して，

1 X13 Y13 Wl+ωz甲|

(1J=lx目 Y悶 W3+仙甲|

l 0 0 h;~; J 

(4・12)

(1Jの逆マトリックス(1J-lは演算により次のように

求められる。

I Y23 Y31 rl I 

(JJ-l =をIX32 X13 r21 (4・13)

l 0 0 r，J 

L1=XI3Y23-X23YI3=2.A=2x(x， Y平面上の三角形の

面積〉

rl ={(YI3W3-Y23ω1)+(YI3W.-Y23ω2)甲}/h;~i 

=(al+bl 甲 )/hi~i

r2=ー {(X31W3-X32ω1)+(X31ω4-X32W2)甲}/ h;~i 

=(a2十 b2 7])/hi~i

r3= L1/h;~i 

ここに，al==Y13ω3-Y23Wl， b1=YI3W4-Y23W2， 

a2=ー (X31W3-X32Wl)， b2=-(X31ω4 -X32ω2 ) 

(5) (BJ =(Jl-l(.PJの計算

(BJマトリックスは式 (4・7)，(4・13)より次のように求

められる。結果は後の計算の便のため甲を含む項目BIJ)

とLを含む項 (B2Jとに分けておく。

I Y23 Y31 rl 

(BJ =(1J叩 J=をIX32 X13 r2 I 
L 0 0 L1/h;~i J 

f1+7] 0 一(1+7]) 1ー早 o -(1-7])1 
x 1 0 1+7] ー(1+が o 1ー甲ー(1ー甲)I 

L ~1 ~2 ~3 - ~1 - ~2 - ~3 J 

=(B.] +(B2J (4・14)

ここtこ，

lMMMHP)Mh) 
(BIJ '7j x.，(l+平) xI3(1+7]) X21(川。。。

Y23(1-7]) Y31(1-7]) YI2(1-

x.，(l 平) X13(1ー甲) X21(1-甲)

o 0 0 

(B2J =j ~lr2 ~2r2 ~3r2 -~lr2 
~lr3 ~2r3 ~3r3 -~lr3 

- ~2r2 - ~3r2 

- ~2r3 - ~3r3 

(6) (K作

式 (4・14)より

(K，e)J = j(BF(DJ(BJ dV  = j((B1JT +(B2F)(DJ 

X((B州 B2J)dV = j(B.]T(DJ(BIJ dV + 

j(B弘則w馴2F川F円τ司m羽〔凹問D別J(B払則1JdV+イj(B払則M肌.]T川JT円T可(DJ(胆肱胸〔但品刷B2則2JdV + 

j(B2副B2)Tηm羽〔凹問D到J(但凪B2μV=(K11刈11J肘州]μJ+(刊(K21則2引ι1J肘州〕μJ+(刊(K12叫1は斗2J

(4・15)

(4・16)

(K22J (μ4.1げ7)

ここで， (K12J = (B.]T(D J(B2J = ( (B2JT(D J(B1J) T 

=(K21F 

まTたこ，

dV= ω d白Z=侍 d 早ド円=寸hi~i

面積座標の公式5)より

j ~idA=与(i=ト3) (4.19) 

式 (4・17)中の各マトリックスの積分計算は以下のよう

になる。

-区11J= j (B1JT(DJ(B1J dV  

k_ rr(Y 11J( 1+甲)2 i (Y 11)(1ーが)1 
=示Jl而lIJ(1二~2)-T(Y-:;i(Ï一二-~iJ dV  

+五(r (~!_IJ_(_l_~ 甲)2 i (XlIJ( 1ーがn
I1 :------:----------------:--:-----:---------:--:-1 dV  

L12 J lrXlIJ(1_7]2) i [XlIJ(1ーが2J 
(4・20)

Y23Y31 

(Y lIJ = I Y31Y23 Y3.' Y31Y12 

Y12Y回 Y12Y31 Y122 J， 

X23X31 

(X11J= I X3山 3 I312 X31X12 

X12X23 X12Xal I122 

上式中の~， 平に関する積分 (Appendix参照〉を行い，
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結果を整理すると次のようになる。

h (， r2X(Y11J (Y11J 
(K11J = ，;~ I kx I 

9A ¥ ~x l (Y llJ 2 X (Y 11J 

r 2 x [XllJ [XllJ 1¥ + kv I - ，--..~ ，--..~ 1) (4・21)

"l [XllJ 2 x [XllJ J / 

・[K21J=f [B2P[DJ[BIJ dV = 

Y23(1十平) Y31(1十平) yu{l+甲)

Y'3(1+甲) Y31(1+17) yu{l十'1)

二会fYl 

Y'3(1+17) -Y31(1十甲)

-Y23(1十 '1) -Y31(1+早) -Yl，(l+甲)
Y23(1一平) Y31(1ー甲) Yl，(1-17) 

Y23(1 平) Y31(1-17) Y12(1一平)

dV+ 

Y23(1 早) -Y31(1-17) -Y12(1-17) 

-Y23(1-17) -Y31(1ー甲)-Y12(1-17) 

jffY2 

X32(1+17) 

X32 (1+ '1) 

x32(1十平)

-x32(1+平)

-X32(1+甲)

xd1十平) x21(1+17) 

X13(l+甲) x21(1+甲)

x13(1十'1)

xI3(1+早)

x13(1+甲) -x21(1十'1)

-X32(l+甲) -x13(1+17) -x21(l+17) 

工3，(1甲) x13(1-17) X21(1-17) 

x32(1 早) X13(1ー甲) X21( 1一平)

X32(1-17) 工13(1-'1)

-X32(1ー甲) -xI3(1-17) 

X32( 1 甲) -x日(1-'1)

-x3，(1 り) -X13(1ーり)

1(1り)
二 IdV 

X21(1早)

-X21(lー甲)

-X21(1-17) 

(4・22)

式 (4・22)のs， 平に関する積分は Appendixに示すよ

うに計算でき，それを用いると [K，J]に対し，次の結

果が得られる。

ゐ r[Y 21) (al + bl/3) 
[K2d=旦|

6A l-[Y2d(al十b1/3)

[Y21)(al-b1/3) 1 

[Y21)( al-bl/3) J 

+ιI [む-11h±hm-
6A l -[X21)(a2十九/3)

i [X21)(ぬ れ/3) 1 
: -[X， d(a2-b';3)~ 

(4・23)a

Y23 Y31 Y12 

山=I Y23 Y31 Yl' 

YZ3 Y31 Y12 

X32 X13 XZI 

川 IX32 X13 X21 

X32 工13 XZl 

(4・23)b

。1=ー (Y23g1十Y31g2十Y12g3)

b1エー(Y23hl +Y31 h2+Y12 + 3) 

a'=(X3，gl十X13g，+X21g3)
b2ニ (X32h1十XI3h，十X21h3) 

• [K22) = f [B2P[DJ[B2) dV二

会 dV

合 fY，' [~1h-.{J?l dV 

+釘732[Jlji1211dV (4・24)a

ここ tこ，

fSI' SIS2 SlS3 

[T)= I S'Sl S2' S2S3 

LS3S1 S3S2 ~3' 

上式中の積分 (Appendix参照)を行うと，次の結果が

求められる。

(4・24)b

[K22) = { ':{ ( al 2十bI2/3)+会(a，2+b22/山 Ahz)

-
i
l
i
-
-
1
1
1
1
1
1
J
 

3

3

3

 

1

2

3

 

t

t

t

 

2

2

 

1

2

 

t

t

 

1

m

 

l

Y

 

4
'レ

P
D

(4・25)

ここ tこ，

-3 . 5 (9 1 1 ¥ 
=一一 +~I~+一一 +T; I 
32h' 96¥H1 'H2 'H3J 

、、、11aaF，r
l
一匹+

 

9
E
 

+
 

1
一日山

ノ
I
'
4
h
t

、

5
一%

十
つリ一
L
N
H

こ
2
一一
η

、υ
一一

ι'レ

3，5(11 ， 9¥ 
t33二一一十一卜一十 +TT"-I 

32h' 96¥HI 'H2 'H3J 

、1
l
g
/，

l
一払+

 

3
一
日
出+

 

3
一比

，r'
a
z
t

、、
5
一%

十
quτ
向

一一
n
/

“

一一
q〈
d一一

-3 . 5 (3 1 3 ¥ 
=一一+:rl 十一一十 l 
32h ' 96 ¥ Hl ' H， ' H3 J 

3.5(13.3¥ 
=ー←+一Iy; +十 l
32h ' 96¥ HI 'H， ' H3 J 

H1ニ h十2h1

H2 = h+2h2 

H3=h+2h3 
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4. あとがき

本報では紙数の制限もあり，式 (2・1)の外部作用{pel}

項や実問題への適用についての検討はできなかっ t.::.o こ

れについてはプログラム例とあわせて，次の機会に述べ

るつもりである。

Appendix t 甲に関する要素内積分

L
H
 

A
一つ
-u

一一h
 

分

沖

積

丸
る

十
け

九

時

L
T

H
1十

一

一

日

刊

品

の、tl
J

ャ〆、
d

↑
斗

'
M
H

汀、

f
j
A
ここに，h=hl+h2+h3 (A・1)

工:(l+甲)2dr;=十 !:(日2)dr;=十

よ(l-r;)2向=5 (A・2)

。[K21)の計算における積分

j si)"l(l土平)dV=iczdAjf:(dl+bl甲)(1土が

工 ÷A(GI土仇 /3) (A'3) 

j si)"2(1士甲)dV=iczdAi:(02+的)(1抑 )dr;

=すA(a2士山)

• [K22)における積分

jr/sisdV=j(al十川)2 dr; 

(A・4)

r SiS 
X 11.，.， 1~ ':J:':>1~ I ~ ，~ ，dA=-
) (slhl 十 s2h2 十 ~3h3 ) 

(A・5)

f山 iSjdV=j(al十blr;)2 dr; 

J
 

E
 

C
U
 

2
 

C
 

A
 

，d
 ;

 

一
3

7
h
H
 

一
3

E
〆
b一+

一
2

J
h向

l
2
 

v

一，一
4
V
L
3

J
+
 

一

17n 
F

I

 

Z
ムザ一

(

f
t
t

，J 
X
 

(A・6)

ここ fこ，

C， = j(al十 b1げ dr;=2(aI2十b，2/め

C2=j(a2十川)2dr;=2(a22+b22/3) 

Suの積分計算にはつぎの三角形面積座標に関する 3

次のガウスの数値積分公式51を用いることにする。

I=~ωd u' ( S 1'， S 2'， s，') (A. 7) 
l=l 

ここに似は第f積分点の重み， S/，とど， S，'はSI，

S2，ふに関する第f積分点。

また，

f ciS iJ- レ 7.ν~' ， ~ 7. (i=1~3 ， j=1，3) 

(A・8)

であるから，公式に与えられた数値より，たとえば，

i =1， jニ 2のときには次の積分結果が得られる。

i -9 "' (1/3). (1/3) 
112 =~ W'!I，'ニ 2AI一一l~ W l)12 -Ldl..l32 n(九+ん+ω 包 (1/3)

+主(d3/5)・(1/5)+(3/5)・(1/5) 
96¥(3h1+h2+h3)(l/5) '(h1+3h2+h3)(l/5) 

+(九(J2133(ν5))J=2A[議+長(2h:弓

十 3一一一十一よ一一 11=2At12 
2h2十h' 2h3十hJ) 

(A・9)

他の I， Jの値に対しても同様に計算でき， I"=2At，， 

を得る。

ここにιは本文中式( )に示す式を表わすO
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