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剛体床上に固定され た弾性板に

等 分布荷重が作用する場合の応力解析

水 野 光 国 ・中島夏樹

Stress Analysis of an Infinite Elastic Plate Fixed upon a Rigid 

Foundation and Subjected to a Uniformly Distributed Load. 

Mitsukuni Mizuno and Natsuki Nakajima 

本論文では応力及び変位成分値の数値計算法につき，一提案を行なう.すなわちエアリーの応力

関数を用い，境界面上に作用する荷重をフーリェ展開し，無限積分形で表わされた応力関数の双曲

線関数部分を指数関数で表わし，分母をマクローリン展開する.乙れより，各応力及び変位成分を

求め，境界条件を近似的t己満足するように連立方程式を解く乙とにより，実用上十分な精度の近似

値を求め得ることを示す.

1 .緒言

一端が剛体床上に固定され，他端に荷重を受ける弾性

板の応力解析は，フーリェ変換を用いて解析可能である

事は，知られており数値計算も行なわれている.しかし

各応力成分，変位成分式は，無限積分形を取るため，電

子計算機を使用し，数値積分法を用いれば数値計算は可

能であるが，負荷端近傍では収束が遅く，多くの時聞を

ヂfる.先に集中荷震を受ける場合で、行ったと類似の方

法を用い，等分布荷重量を受ける場合を例にとり，短時間

で，実用上十分な精度の近似解を求め得る乙とを示す.

すなわち，等分布荷重が作用する場合を例にとり，各応

力成分，変位成分を求め，項別積分を行い，初めの数項

を取り，境界条件を近似的に満足させるように操作し，

各応力成分値の数値計算を行なう.

2. 応力関数

z を績軸に， Yを縦軸K取るとエアリーの応力関数は

次式を満足せねばならない.

i)4F ~ i)4F i)4F 
ー+ー←一一iiX4 ，'-i)Xl'i)Y2 i)y4 - v (1) 

各応力成分は次のように表わされる.

i)2F i)2F i)2F 
σx=づ'12'σy-づE一τ=-oXo-y (2) 

また，歪成分 ξ x，c y はνをポアソン比， Eをヤング率

とすれば，

Eεx= (1_"2)σx-ν (1十ν)σy)

E c y= (1ーレ2)σyーν(1+ν)C1xl 
(3) 

Fig. 1. Infinite elastic plate fixed upon 
a rigid foundation and subjected 
to uniformly distributed loads 

ニむ
一長

乙乙で， Fig 1の負荷状態即ち，高さ hの弾性板の一端

が剛体床上に固定され，他端lζy軸l乙対称な等分布荷重

が作用している時式(1)を満足する解から次のように Fを

とる.

F = 2J (Ancoshany+ BnsinhαnY十CnycoshαnY
Il=l 

十 DnysinhαnY)cosαnx 仏)

乙乙に，An' Bn， Cn， Dnは境界条件より定まる定数で

ありαnは

αn=一千 ι2， 3， ••••••••• (5) 

であり，.eは展開の幅を表わす.境界面上に作用する垂

直荷重一p(討をフーリェ級数Il:展開する.y=hでは
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σy= E12{f(山山}/1!

7こだし

f(か 1:p仙叫xdx (7) 

いま， x軸方向の変位を U，Y軸方向の変位を vとすれ

(6) EU= ¥Eεx民 EV=¥EεyiJY (8) 

乙こでp 積分Iとより生ずる Xのみの未知関数 yのみの

未知関数は p 境界条件より Oとなる o An~ Bn， Cn~ Dn 

を境界条件より定める.y=Qで変位は Q，y=hでは勇

断力がOである.又荷重は等分布である.以上より次式

を得る固ばp

Fド=主主1 t云Jd可子〆パ〔日作(←αDhsi剖ln山h加αn肘h+斗2引川(1 山 0呂dぬh仇l

+ {αnh coshanh一(1-2)))sinhanh}{ (1一山i山 n山口ycosh吋)
1-1 

X { 4 (1 ν吟)2 C∞0 仙 nh 一(οl 一2νM仰νりが)戸2S凶 α nムh+α i 叶 f( 山 s 叫 ω 

式(似5防)より L1n=1!L1αn/7π[(= 1 )を式(ω9ω)の1左f己F右両辺lにζ乗じ穣分形lにこ変える. x/h=X， y/hニ Y，αnh=)とおけばp

F=  守 ~ 0去({)Sinh'¥+2 (l 川川…C∞吋O凶叫叫sぬh作 日∞山s

+ {いい入μc∞0仙sh入ト一 (οlト一ω s凶引(1-2)))sinh n+  YλcoshY入}J

X {4 (l ν)2 C州入ー(1-2)))2S凶山2f1 f(P)cos XA d) M 

3 応力成分

Fig 1の如く等分布荷重が作用する場合を考える. -d三三x二五dでp(x)=p，その他で、p(x)=Q，式(7)より，

d 

f(p) = p I cosanx dxニ tfmM=守山-fi 
O “ 

全荷重を Pとおけば， P=2pdなるゆえ 3

Ph d 
f(p) =-c/~\- sin~) 

2 dA 

式仰に代入すれば，

F工学-J-joJr〔(」SInh川日)c伯作(1 ν)c仙 YA-YASinhYA1 

+{A c仙 A 日 ν)s凶}[(1-2ν) sinh YA + YA c叫 YA}J

X{4 (l-V)2C山一日け2sinh2A 十 )2f1叫 -LACOB XA dA 

2 sinB1 'COS02 ニ sin(01-1)2) 十 sin(1)1+02) より

]
 

何

U

Ph h r∞ 1 (r，.....:_1-. j I () i1 ..'¥ ___1.... ，lrli i1 "，，¥ ___1.... .....T' ，71.....=_1.. "'¥7，1 =一一ー~ I -"01 ~) sinh ，1+2 (1 ν) cosh AH2 (l--v) cosh YA-YA sinh Y)f 2π d  J 0 A3 q - ，~ J l-" ，----- - J 

斗{A c叫 λ一 (αlト一2νω)s凶 A}{(l一山

il"  ."¥i) ___1 Q ， /1 <i_，，¥Q __，_<) -. I ，，，l-lr. / d -.:r""， / d ， ""，，1 X! 4 clーの2cosh2A - (1-2")2 sinh2 )+ρ~ -! sin (一一-X)? 十sin(~+ X)ndA ω l -" -， .. -， J I ----， h --" ----， h --， J 

式伺を式(2)1こ代入すれば，各応力成分を求め得るが，各式は無限積分形を取るため，数値計算には多くの時聞を要す

る.そこで，数値計算法として，二，三の方法が提案されている.すなわち，被積分関数の分母を近似式で表わす方

法，分母をマクローリン展開する方法等である.本論文では，後者の方法を用いる.

ぷ! 被積分関数の分母のマクローリン展開

式ωの分母をマクローリン展開する.

内山)2cosh2 A一日

ニ咋 (l卜一νけ)2呂凶 川 (l一νり)2-(αl一bωW山)戸凶2勾s凶 λ十刊州叶λ沼吋2サ) 
=l/{ (3-4ν) sinh2川 (lーが+A2}= 2 (X1e-2/，+ X2 e-4/，+xs e-aλ +...) /h 
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ただし

c十.12 n v _ I c +，(2 n ¥2 
X1=L X2= 一-I-23 X3=ト0.， ~"- Zr-1巳

b=ユ二_1)!_ c， = _t_ニヰど土佐L
2 2 

分子を指数関数で表わせばp

[{ .lsinh.l+ 2 (l一ν)c叫}{2 (]一ν)co山，l-Y.l叫 YA}

十{.lcosh.lー(l-2v)s凶}{ (] -2 v) sinh y，十 Y，lc仙 Y.l}J

X{4 (l-V)2 c凶 A-(l-2ν)2帥山2jI

'1 W h ( ) -C1-Y)λfて 1...l_ ~V 

=-~ li'-P十(トY)λJx1e +片A2十1ーλ十 L

Cl+-l_')λ 

+[(子λ2ーヰ主人+ヲ)X1+子一{1十(l-Y)λ}X2] e一(叩 λ

+[与ーや一(l-YH}X1+ (+A2十守主人++)X2] e-C3山

+[( ~ ;I2-守主入+十)X2 +-t {l十(l-Y) A} Xs] e -C5-Y) A 

(h (， " '"" 1 v / Y ，?， 1 + Y '" c ¥v i ，，-(5+Y)入+いさ-~l- (l -Y) 入 f X2+ トーλ2十 入十一一一)X31e l-7-. l' " ~ / "J .-.' ¥ 2 '" 4 '" 2 ;--U) 

いま， φを次のようにおく

ー八J
U
 

「八x
 

n
 

cJM 

入y
 -e 

K
 1

八pl内一一
¥
J
J
 

vd z
 

〆，、、K
 

土φ
 

(13) 

ζ 乙で応力関数 Fを表わす。

F =_E11_←~， (A工十A2十A3十・ ...十Ao十-
Db 

帥

A1 す[{CT-3(D-X， 1 -Y)十払伽X，]-Y) } + (1-Y) {φ→但 X，]-Y) 

+φ-2 (D+X， 1-Y)}J 

~ fCT-3 (D-X， 1斗Y)十φ-3(D+X， 1 +Y) } +1子炉 2(D-X， l+Y) 2 l":r"-~ ¥.LJ .Ll>..， j_ I .... I I = -u  ，......... I ..L::"j J. I .... / J 

+① 2伽 X，1十Y)} +子炉 1(D-X， 1十Y)十φェ伽X，l十Y)} 

Aa = -C[作a (D-X， 3-Y) 十φ-3伽 x，3-Y) }ート (1-Y) {φ-2 (D-X， 3-Y) 

+φ-2 (D+X， 3-Y) }J -[伊-1(D-X， 3-Y)十② 1(D十X，3-Y) } 

+ (l-Y) {φ。(D-X，3-Y)悼 o(D十X，3-Y) }J十~ {φ← 3 (D-X， 3-Y) 

山 (D十丸山}_1子炉 2(D一丸山十仏 (D十x，3-Y) } 

+子炉1(D-X，日)十 φ-1伽 X，3-Y) } 

A4=与(件a(D一丸山崎 a(D十X，3 + Y) } - (l -Y) {φ2 (D-X， 3十Y)

十φ-2(D+X， 3 + Y)}]-与〔子炉ゅ-X，3+Y)ゆ 3(D十丸山)}十守主(φ一山一九 3十Y)

十 φ-2伽 x，3+Y)} +与伊-1(D-X， 3+Y)十 φゆ
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+φ1(D+X， 山 )}+弓工作。 (D-X， 円 )+φo但十x，3+Y)}+~{φ1 (D-X， 3+Y) 

+弘 (D十X，山)}J 

A5ニ子(与三一1) [{φ-3 (D-X，山崎-3(山，日)} + (1 -Y) { CT-d以，トY)

+φ-2 (D+X，日)}J+ぞ [[φ1(D-X，トY)十φ1(D+X， 5-Y) } 

+ (l-Y) {φo (D-X， 5-Y) +φo (D+X， 5-Y) }J +十[{φ1(D-X， 5-Y) 

+φl(D十x，5-Y) }+ (I-Y) {白(D-X，日)+も (D+X，5-Y) }J 

一一子子[子引(件φιh一寸-3(D 

+φ2以(D+X，5-Y)}十号 (φ-l(D-X，5-Y) +φ-1 (D+X， 5-Y)}] 

-~ [子(φl(D-X，トY)十φ 1CD+X，5-Y) }-弓エ(φo(D-X， 5-Y) 

+φ。伽x，5-Y) }十号 (φ1(D-X，トY)十企1伽 x，5-Y) }J 

A6=← c[{φ-3 (D-X，日)十φ3(D+X，山)}一(1-Y) {φ2 (D-X，山)

+φ'_2伽 x，5+y)}J - [{φ-1 (D-X， 5+Y) +φーl伽 x，5+Y) } 

一(1-Y){φo山，山 +φo(軒X，日)}] + (苧一川~ {CT-3 (D-X， 5+ Y) 

十φ-3(D+X，山)}+当工作 2(D-X， 5+ Y) +φ'-2 (D十X， 日 )} 

十引φ-1(D-X，山 +φ-1(D+X，山I]+長時{φ-1(D-X，山

1 + y r ffi r-n. v r I 'T¥ 1 A'-. iT1. I ~ r I "，T¥ 1 +φ1 (D十x，5十Y)十T!φo(D-X， 5+ Y) +φ。(D+X，5十Y)I 

十 号 {φ1(D-X， 5十Y)+φ1 (D+X， 5+ Y) }]十(すYC~ {φ1 (D-X， 5+ Y) 

1， 1ムY(ffi /l'l. ~ r I "'¥T'¥ I A-.. rT't. I"'¥T r I ，r'¥ 1 
十φ'1(D+X， 5+Y) J+土了 iφ2(D-X， 5+Y) + 弘 (D+X，5+Y) j 

十手{も (D 丸山)+仇 (D十x，5+Y) }] 

3. 2 無限積分形応力関数の極座標系への変換 y 

式帥で定義した無限積分は，つぎのように三角関数で

表わすことができる.Fig 21乙示すような関係在用いれ

ii 

r e -yA sin xAdA二一一一一=r -Y^~!___' ...l'~~ X Slnco 
J 0 - ------ - X 2十y2 r 

r e-Yλ cos xÀdÀニ--l--~二一旦L
.10 X己十y話 r 

上式の左右両辺をx，yで偏微分，偏積分すれば，次の公

式を得る畠乙乙でXの奇関数をφ，偶関数をlJfで表わし，

λの指数をもってその接尾字とする.

cp f 

。 =ε 

Fig. 2. Relation between rectangular and 
polar coordinates 
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kニ Oぺ，2，3，••• 九 (x，y)=r .lk e- Y入町出λ k!~J聖凹
J 0 r J.¥.'.J.. 

φk(X，y)= f ，-k 刊 sinxλdλ
( -1) K-1 r K-1 r 

フ7 てで7 一一 jcos (k-l)ψe伊

十由 (kー1)ψlOgr-(I+す+十世了)sin(k-l)伊)

M 
k=1.2，3，' 

k=O，1.2，3，・・れ (x，y)ニ joAK目∞sxλdλ= k!盟書Jl.iq_

す k(X，y)= r .l-ke-y入 cosxλd~し=_S_二口土日と1.f -cos (k-l)ψlog r 
J 0 --_.. - (kー 1)! l、

+白川)円十(1+去十 +昔了∞s(k-l)ψ) 
↓一上_¥ = n 

k-l h~1 -v 

k = 1.2，3， 

と定義する.

多極座標による応力成分

Fig3のように記号を定め， また K=P/7rh，

r/hとおくと，式(2)帥伺よし各応力成分は，つぎの

ように表わされる.

R ニ

3圃 3

σx/K= (B1十B2+B3十目白……I十B6十 ー)/Db M 

B1= -与(伊川'1)-R1COSl'1 (主子+常手)}
_ C-2 1m 1 rn_'¥ 1 D _ ~~~.^_/sin21' 2 2= ~2'" (SZ'2+円')一-rR8COSF3(一石一

、工'-2

、、、‘白且町田，，，，

，。4

一
m
y
一戸

ヮ“一':

n
一R

mS
一十。“一

日
γ
一n
A
 

つ白一

3

・
m
一R
一

n
b

一

，reat-
、、

工my 

qJM O
 

C
 

唱
よR

 

l
一2+
 

、1
1
'
/

山一

L+
 

B3 =c j (I'a+仇)-R1COSl'1 (__'i~1' 3十竺学三)f 
L 、工又3 よ又3 ノJ

Multi-polar coordinates 

(虫丘三+豆立与)
R32 R'32 

Fig. 3. 

豆卓也}十主;二1(何十仇)+-l-R3 COSI' 3(豆旦盟十豆型~)+--1一(l-R1COSI'1)T!  2 ¥TO' TO/  4 ~'o-~~ro\ R3 R'3 J' 2 

I si2n¥Ds ， sinり白3¥ ... n ____ Isin3伊8
+( v，::u;:旦十一←τ一一二一)-21 R1COS¥D1 {一石τー¥ RS2 R'32 / _. --~---，~ ¥ RS3 

B4 - 一主f(仇仰い +R1COSI' 1 同盟+坐也)1-~J_g_二L('P4+ 杭) - -~-R3 COSI'3 (三芋Ll ，，~， ，~， ，~-~---， ~ ¥ R4 ' R'4 I J b l 2 " %'  ， ~r 4 ------， -¥ R4 

1ぜι)+上(l-R1C脚 1)(豆旦笠+豆旦企)1_，2-JC;-I(自2盟十坐ぜ全)
R4 J' 2 ¥l ~'~-~~O/ ¥ R42 R' 4 2 I J b l 2 ¥ R42' R' 4 2 / 

←~ R3COSl'3 (空~~4+坐監)+ユ! (1-R1COSI'1) (一世半+梨判l4 ------， u ¥ R43 R'43 /' 2 ，. --~- --， ~r ¥ 且44 l{' 44 / J 

B5 =子(害-1){ (ヂ5十杭)-R1COSI'1 (寺戸許)}子炉時十312亨)

/山3'Po 山 3同¥1__2_5 -+''11 (sin4'P5-+. sin4'P.s ¥_ A IR.r()~m. ( sin5<;D5 -+._;;_in5同i12 lRICOSl'l( 十 一一)f_，L_j十3!(一一三十-71i4!RlCOSh(-Fτ一十五寸ーH¥ R53' R'53 /J b l' _-¥ R54 R'54 / • ---~- --， ~\ 1{5" K5D /) 

2C r cー 11m 1m' ¥ 1 D ~~~.._I sin伊'51 sinSZ"5 ¥ 1 1 11 D ~~O'n. ¥ (sin2伊'5_j_ sin2Y'5 ¥ 1 -←j "';:1 (科十仇)十上R3COS内(一一+01l~~5 )十 (l-R1c脚 1)l 十一- Il bl--2--¥TD I T D j  I 4--~c" ~vv，..，，\ R5 .R.'5 J I 2 ¥L  ~c-'-~v~rv ¥ R52' R'52 / J 

ユ-f主二1(sir:_2S:_5十字也監}十__2_!_R 3 COS向{自3'P5十豆並主主}
b l 2 ¥ R52' R'52 /' 4 - ' u - - -， u ¥ R53 R'53 / 

3! ."1 D ~_~.. ¥ Isin4'P5 I sin49フ'5¥ 1 十一一一(l-R1COSI'1){ 十 )( 
¥ R54 R'54 /J 
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J(m~ _L mi~ì --L"Q.， rnC-m.， si空竺2+註且¥O'_6_¥ L.(sin2伊15 I sin2伊'6¥ ..L 0 iP _ ~M，^_ (sin2S06..L sin3的}B6=Ci (仇十仇)+R1 C附 1¥ --~ !if~Jj + ~J_i0--:-) J卜hEI R'j)+21RlmP1llF十R'63 ) 

十一巴 1 )f土 1(<P6 +向 上 R3邸内(三1盟十皇位十」ー([-R1cOS¥01)(空回6十豆卓也)1
八 i ¥TO' r b/ 4 .CO~~~y0 ¥ Rs R'6 2 c<  ~-"~~~r"/ ¥ Rs2' R's2 IJ 

8白C引r-c:二ゴ1一一-竺竺竺位2主íó，竺h匂~6+叫十豆豆豆三ぞ也引'iì --~型~R3∞ω叫5卸伊叫s旦竺凶1企3曾h十恒弘引)十_Jl_ ([αI一R 1∞COS内ω川)刈(他空生些空坐，6+旦坐空也引k勾}リl ])21 2 ¥ R6β2' R6イ'2 1 4 ~'0~~~'V\ Rs3 R'63 l' 2 '  ̂ --.--~，./\ R64 R'64 /川j 

十(+ n 3! _(;_;=1川(剖叫叫叫肌伊仇h6叫十豆半乎乎判主り)--1J-R勾弘J_Rsc山gωC
一bJl V' 一-2 一豆64 R'64 J 4 ~C0~~~r0\ Rs♂5 R' 65 5 

5 ! /， n _ _ _ _ ， (sI n6ヂ'6， sin6íρ~6 ¥ 1 十」ニ(l-R1cOS¥Ol)(SC 十 )f¥ R66 R' s 6 / J 

σy/K=- (C1十C2+C3十 ー卜Cs十) /Db 

C1二」?((仇十抗)十RlCOBV1(寺子十雫ヂ)}

C2 与仇十伊'2)+士 R2COS\0 2~雫ア十三官ヂ)十十 ()-RICOS円)(宅ヂ十キヂ)
Cs= -C {陥十9"3)十R1COS¥01t宅ア+常利}-{(-辛子+キヂ)十 2!R 1 cOSI" 1(雫デ+雫，~~'31} 

(rps十的) 十R2COS¥02tキf十宅千)十す(l-R1cOS¥01)(-ま苧十繋争)

4カ

十

引山引)山S¥01(!2，蛤十軒)}引号出十弘)十士山崎fi十許)

4 t ( l RL1 C O侃 叩5

十キ3ヂ引g手到与与)→すよ([-R1COSI"1) (雫些十キヂ)}

C 4 _一

C5 =引率 1) {仇ザ5) 十R1cOS¥Ol(雫fhーキヂ)}十引(三景子十キチ)
十2!山内(寺子十キヂ)}十七{3 ! (ザ旦十キチ)十4!R…(響評十宅関)

一等(与(弘北一寸 R2COS¥02(背旦十宅手十十日1COS¥OI) (官許十キヂ)}

す(与(守主主十キヂ)-r R2ωS¥D 2(守子→雫ヂトヂ(l-R1cOS¥Ol)

x(寺子十望手)}

Cs=-c{仇十ぬ)-R1COSI"1(守子十事ヂ)}-(聖子十キヂ)

2 ! RICOS¥Ol(キ?トーキヂ)十(等 l){与仇+グ6)十士 R2COS¥02(-雫子+キヂ)

十全(l-R1cOS¥Ol)t寺子+キヂ)}十善(寺(寺子十キヂ)+ ~! R2COS¥02(キヂ+雫ヂ)
十すよ(l-RICOS¥Ol)(キヂ十宅，~r'ß)}十(すn3!号(寺子十宅izi)
十tiR2cm(辛子十宅324)十字 (l-R1cOS¥01

寸ー

4司ア/K= (D1 +D2十Da十ー 巴十Do十・ー ) /Db 

恥=」?山山(管許)
D2 =弓♀10キ十十 R1cOS¥Ol(智之ーーや) す(l-R1cOS¥Ol)(常手一帯整)

Da二 CRICOS¥Ol(官立幹)-2 !RICUS¥Ol(三耕一等ヂ)-弓立log長
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+士 R1COSI"1(害立雫ヂ)+す cl~ RICOSl"l) (ε詳し苓ヂ)

D4=J?い Sl"l(管 i 幹)~引平log軒+士 R工COSF1(2佐一等ヂ)

すCl ~R1COSI" 1)( ヱ静←苓ヂ)} イト同♀(王宮F E件)+ f1-山1(事土

キヂ) す1.(l ~R1COSI"1) (三詳し等i争)}

臥ト=t(与宰子 1 )R1山1

×中(い三唾争予一呼:予割喜討) 与引( 弓平豆白log噌長ム十hR叫…出叫叩叫伊1"1(ベ(等舎豆一苓許t乎刊えサ)+士十(1 

山 1)(三静雫ヂ)}七千(J:静-唱;s_)十4LMh(事豆

-押)+~!(l山内) (ザーザ)}

D件6戸=~ cい帆叫(筈立 雫ヂ刊)~ 2! R1山1

十士M 仇叫(噌争L 評)ーす cl~ R1cosω(手配#一等争)}

+苦手(よヂ(三静 雫i答筈ヂ割z写苧判~)旦サ)十 j子よ山伊判吋1べ(弓普子ιし一箭3芋詳判E島均E今)一与ヂよ clト一R1♂C叫(鴇宝色阜

雫乎駒判)け)い十 (寸引frい3!弓♀引(旦部静立一 5喝型型F到今 十す件上当弘R1山1

) )リ;子よ(仕l卜一R山1ω仰c∞0ω叫叩81"柏叫F山ω1ρ)(需手 旦軒与引

3，4 多極座標による変位成分

K'=P/TfEとおけば，変位 U，V はつぎのように表わされる胆

山二(1十の [El十E2+E3十十E6十 ν仇 +F2十F3十+F6十)}/Db ~g) 

E1=号[R1 (~COS 1"11og Rけ sinl"l叩 1十川内)--R'， (~cos I"'llog Rl'~一川川十 cos 1"'1) 

十 R1cosCP1 log主計)
C~l r 

2 = マーtR2 (~CoS 1"2 log R2十 sinS02"S02十 COS内) ~R'2 (~COSI" '2 log R'2 

斗 sinCP'2'rp'2 ←∞sダ2)} ~士 R3 COS内 10亘書十to~RICOS 1"1) (宅子一等乎)

E3 = ~C( R3 (~COS 向。 log R3十山川8十C叫3)~R'3 (一COSI'"3 log R' 3 +山伊'8@内十CQS内)
R' 3 1 ， (COS 1"3 COS 1'" 3 ¥ D ___ __ (cos2 SZ'3 cos2 CP' 3 ¥ C~ 1 r 

十 RlCOS伊1log R3
0 i -ト~ーヱ詰つ1Z1 COS川寸g;!，←背門~ ZtR3 ( 

~COS 1"3log R3十sin1"3'何十 COS1"3) ~R ぇ(~ COS 9'3 !og R'3 +山川 3+ COS仇)} 

十す R3cos SZ'3 log主主+す(l~Rl C08 'Pl) (宅手-寄与)

E4コ号 {R4 (~COS 1"4'log R4十SinI"4'1"4TCOS¥"4) ~R'4 (~COS 仇， log R'4 

十 山 ' 仰 い ∞ 宮内〉ー R1COS伊110gE7j

2C i C~ 1 r 十 τLτ~~R4 (~COS 1"4，logR4十山1"4'1"4十ωs1"4) 

~ R'4 (~COS 仇 log れ+ s如in川n川伊9川

一雫t乎豹判生4引)日]一」士剖台討(与平l(斗子 吟4乎引止~-) 十~ Rsc抑c∞…O

4.7 



草詰

十字(l-R1C081"1)(三等生 呼子)}

子(ザー1) {R5 (一∞叩510g R5十8in1"501"5十∞8¥05) 
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E5 = 

R'5 ( ∞S¥九 10gR'5十山川'5十∞81"'5) + R1 COS 1"1 10g菩)一千{(ヰヂ一等手)

3 ! R1c08 1"1(旦静-呼子)}ロ ( c082仇 旦量五豆¥1__2_[つ I( c08395 _ c083 rp' 5 ¥ 
-K1C08 1"1 ¥ ~ -~JJ τ1  L ・\~-一支"'5'6)

+よ豆rC;;-1J R5 (-COS 1"5 10g R5十8in伊5・1"5-1-cos 95) -R'5 (ーC08仇10gR' 5 + 8inl'" 5旬、L一吉一l1.¥.5 " 

十 c∞0ω叫s

一雫iヂ伺:￥司旦E.)十士 R3C08内(三唱ι 雫乎乎旦十÷子上 (α1-R1∞ωs引ω)(伊盟詐静主 ∞55kj 

E6 = -C( R6 (-cos rp6 10g R6十8in1"6'¥1'6十cosrp6) -R' 6 (ーC08仇logR'6十山'6.内

十 COSrp' 6) ー R1C0891 10寸)
十(食品幣)十山1(噌 i 呼子)-(皐サ〔与(RaC一COS<fJ610gR6 

十8in川崎十 C08rp6) 臥(一COSI'"6 10g R' 6十山内@内十 m 内)}十士 R3C081"3 10g景子

十(J-R1 COSω(喰止ヰ乎)J十善件上(喚比一等ヂ)-f R…3(博包

一等割十÷上(l山町)(三静立略ヂ)}-1-(十n2! C2-1(ミヂ等弁)

ーすよR…3(_c評ι 等弁)十 jL(i-MSFl)(旦議且 等割)

F1 ニ b{R1 (-COS <P1 log R工 十 s剖in刊叩¢仇l'爪 @

F巴2=t {作R2(-C∞附O凶8<P仇21岡O暗gRむ2十山ω2十C捌口ωs叩山¢引ω2ρ)- R'2 (-c089'2 1同O暗gR'2 -1-山仲仇

C08 rp'2) } - 10g長

日-- ( 2C--}-) {R3 (-COS93 log R3十白川3-1-cos <fJ3) -R'3 (-C08 rp'3 log R'3 

十

十8in<p' 3'前十C08的)}十 log長十 2(ヰ子唱乎)
F4 = (b ♀) ( R4 (間内 10gR4十山川4十C081"4) -R'4 (∞s仇 10gR'4十自伊'4GlCP'4 

s仇) ~ + 2"C log ~'4 + t f上(旦盟主-jτ o g百7十 τt2 ¥ ~R~4 

F5 = ( b(宰 1 ) 引 {R5(-C08 95 log R5十sm1"5.1"5十郎内)-R'5 (-C08仇10gR'5 

十 山 ψ'50 cv'5 十 c∞08叩げ哨叫¢グ抗ω'5)ρ)

苓軒(全比 雫fF許討:￥司五今) _ A令￥乎t手許2込L(ド三評三L一呼手子針豆丹) 千宇10暗E長七示

→(汁+(崎喰血ι一雫響乎制)一(鴇色 呼長子鈎剖与与明)日) 

守子生)+ (鴇色呼ヂ)}

日={十(皐 -1)-2 C} (R6 (-C08内 10gR6日 in1"6明+∞81"6)

- R'6 (∞S 9'6 10g R'6十 8iげ 6'9'6十 C08<p'什+2 (茂也寄手)-(客一 l)logt

雫許)}-(す)刊すよい静止 等主旦}十(帯血-~{す(喰血雫ヂ)
十3!(三唱旦等割j
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刊=ー(1判){G市川3+... +G6+ ... +ν(H1+H2十H3+ 十H6+...) }/Db 

G1 =き(-2 {R1 (cos CP1.CPl +自11'1log R1ーsinれ)十 R'l(COS仇.rp¥ 

十山 CP'llog R'l一山杭)} + R1 COS CP1 (伊'1+杭)) 

49 

側

G2 =1十2C[ ーザjR2(cos …+ 山2log R2 - sin CP2) +れ…・11"2+山 2log R'2 -ωρ)  

-十R4COS 11'4 (ー)-+ (1-R1 cos 1"1) (争+幣)

G3 =ーC(-2 {R3 (COS 1"3.1"3 +山内 logR3一山内)+ R'3 (COS rp'呂・約十自杓 logR'3 

- sin 1"'3) }十 R1COS 1"1 (向十仇))-{2(ま也十キヂ)+ R1COS I"1( 宅ヂ+キ~)}
1+2C f...， ， 
寸 ""'-tK3 (COS…+山内 logR3ー山内)+ R'3 (COS CP'3ψs十山'3logR'3一山'3)} 

ーす R4COS 1"4 (1"3+1"'3) +す(1-R1COSI"1)(や+幣)

G4 =号[2 {R4 (∞S 1"4.1"4 +山内 logR4一山内)+R'4 (COS仇・内十山内 logR'4 

-山)} + R1cos 1"1 (日付一等〔与g{R4 (問内.1"4+ sin内logR4一山内)

+ R'4、4(加c∞os1"伊山山，、4げ.

十宅f子ヂ拘刊:斗司引卓4引)日〕 十t円豆円(雫i..+斗乎豹)十士ドR4μいR4cosぷ仰ω…cω叩0凶叫sl"伊4(盆鰐止+呼長子到圭4) 

十字(1-R1cos 1"1) (唱i十等割)

G5 =号(事-1) (-ボ5(COS仰 5十山知 logR5ーsin9'5)十R'5(COS CP'5.CP'5 

+ sin内log 山R'町，、5一→寸s町in川叫伊〆ω，

+ R1恥いc∞OS判吋(豆鰐静豆十呼5舎割剣旦9切)J十吾引帥(や仰凶2.2!吃引叫2!刈!べ(鵠匙札十雫吉舎到旦司)+ 3! R1∞s吋豆静呈

十呼子)}一等〔一平{R5 (COS 1"5.1"5十sinCP 5 log R5一町内)+ R'5 (COS仇・仇

+sin CP'3 10山Eはば山R'院，、5一m山伊仇向'5)ρ叶)} 一士竹L 叩COS仰山(匂陥加町叩¢科肘叩吋一5叶印5+CP'，叩吋哨叫¢グ抗ω'5)ρ)+ すドれ(αl一R1目仰…c∞0

→円豆(崎琵也十豆需託昨鮒豆丹)ト一士 R4μい4ぷωc∞o叫 4(..e貯ι+呼5#到昆ヰ) 

十字(l-R1COS1"1) (唱三十等弁)}

G6 = -C (2 { R6 (cos CP6.cp6十山内logR6一山1"6)+ R'6 (cos山内+山内 logR'6 

-sin cp'6)} + R1 COS 11'1 (1"6+1'"心〕十{2 (や十時且)-R1COSI"1(帯主+呼{?-)}

-(響一川与旦{R6(∞s…+山1"6log R6 - sin 1"6) +れ (cos1"'6.内

+山仇州.ι叫1

一4笹長(よ呼乎乎旦(曳血十斗乎併)十士れR4ω伊仇叫4(豆静且+豆呼妥f子釣許均)十すヂ上(←lト一R1CO民1CO∞OS叫ωF円ω叫1ο)ベ(寺評且

十宅i評子許割3z詐釘:込与旦l!)}ト一 (出÷剖y{い2!吋豆引(雫評許立+呼5舎針旦l!)十す件l勾弘.1.R4C恥4ぷωc

十すヂ.1. (αlト一-R1cosωω0凶s叫叩ω伊仇ω叫1ρ)判(キ評許ι+等弁)}

H1 = b {R1 (c叫 1・仇十叫110gR1一自白)+R'l (cos仇・CP'l十sin仇・logR'l一山仇)} 



樹

日ョ=-t {R2 (C0592"9'2 +制作logR2一 sin'7'2)十R'2(COS内的十 sin1"'2' log R' 2 

- sin '7" 2) }→(何十伊 2)
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H3 = 2C +占){f?_3 (C08 1"30¥'3十自'1'3log R3一町内)十 R'3(C089"3・9"3十自作logR'3 

sin '1"3) }十

H4 = -(bーを){R4 (C081"4'¥'4十S同1"4']OgR4 - 8in I"~)十 R'4 (C08 9"'4'科十制作logR'4 

f何十円)十 2(キヂ+宅ヂ)

+(三静生十キヂ)}

一平(雫ヂ

- sin 9"4) } -与(内÷円)ーす(す(辛子十豆科生)

(惇宰一lけ)ι引}{ドR5(凶C∞COS凶叫5科'Ps''P叩¢仇5 トs山¢仇仲川5'什ε寸l岡0叫gR恥5 山¢科5ρ)十R'5山(ωC印O叫B

十山山内川@パ]同O暗gF~)5、5 山向¢仇州o凶ヨρ川)}←与伊仇5什十杓州)一与(ま血十キff?円:￥司旦サ) 

→主主司+引す(主i量!?+宅苧)-(宅子旦+宅ヂ)}

H6 = { 2Cーを(手-1 )} {R 6 (COS 1" 6 ' 'p 6 +町

十+sin叫 cp'い6ド刊のぺiogR点F品R'町'、6 叫川十吋(二事手容1一1)μ(ω'7'6+坤¢仇刈，、，6)ρ)-2パ(ま弘→豆託且)い十笹(十(斗子

十斗与+(鳴手十呼子)}+ (令frヂ(寺子立十等弁)十 3!(当トキヂ)}

)
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帥

o十ν)[ (E1 -"F1) + (E2νF2) 

+ klI (E3叩 F3)十 (E4ー νF4)} 

十吋 (E5ーレF5)十(E6- "F 6) } ]/Db 

u/K' = 

帥

0+ν) [仇十品)十 (G2十"H2)

+ kl~ 仇+νH3) + (G4+"H4) } 

十叫仇十νH5)十向+"H6)} ]/Db 

v/K' = 

崎

いま，ポアソン比 ν=0.3とし，計算範囲を X三三1.0と

し， Yニ1.0，x=トOで境界条件を完全に満足するよう

に kl，k2を定めると ，kl=0.818060， 1王2=0.301072と

なる.乙の場合負荷端Y=1.0における σy/K，τ/Kは

Tabl巴 lのようになる.また Y=0.5における本論文の

近似値と数値積分値とを比較すると Table2を得る園数

値積分は，シンプソンの公式で (11.1=0.1)求めた.こ

れより近似計算値が実用上十分な精度を有する事が判

る.計算所要時間は p 本論文の場合， X，Y に無関係で

3応力， 2変位成分{直を求めるのに約 0.4秒かかり，数

値穣分(小数点以下4桁まで)で3応力成分を求めた場

合s例えば X=0.2の場合， Y=O.Oで約 2秒， Y=0.5 

で約3.5秒であるが， Yニ1.0では40分でも収束はしてい

ない.(H I TAC 8350) 

σy/IC i/K1 u/K's v/K'は各式 1171(18)側側において，

項数の培加と共lこp 境界条件をよく満足するようになる

が， J!X東はおそくなる.これはp マクローリン展開が，

局所近似式である事lζ 由来し守 ，1 = 0近{労ではよい近似

値を与えるが Aが大になる場合lこ誤差も大になるため

である R そこで末論文では 9 以下lこ述べる方法を使用す

る。

式的の σyj:t互においてー負荷端Y=1.0では， -2C1/b 

は?境界条件を表わし 9 また C2二 C8， C4=-C5， 

となる。式似の τ/Kも同様である.一方Y二 0.0すな

わち固定端においてB 式同の u/Eどでは， (E1-"F'1) ニ

(E2ーνF2)，"'， (E5 νFs)ニー (E6 νF6)， ..と

なる F 式帥の v/ICにおいても同慌である園すなわち p

奇数項まで取れば負荷端， Y =1.0の境界条件は完全に

満足されp 偶数項まで取れば国定端 Y=OιOの境界条件

は完全に満足されるのしかるに， 3節で述""':たように s

式帥の応力関91xの各項 Al，A2，・はそれぞれ単独に式

(1)を満足するから p これらの線形結合もまた式(1)の解で、

ある勾そ ζで式116:肋08¥側ωを次のように有限項で、表わす

ことにーする， kl， kzごと任意定数とすれば3

応力成分っ変位域分の数値計算4. 

σx!玄={仇十B2)十kl(B3十B4)

十k2(B5十Bs)} /Db ~n 

(22) 

oyjK =一{(C1 +C2)十kl(C3-!-C4) 

十kz(C5+C6))/D
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Table目 1. Stress on the boundary， Y = 1. 0 

一竺一一I 0.0 0.2 I 0.4 I 

1 Boundary condition 1 -3.14161 -3.14161 -3.14161 
σy/K 1 

Approximate values-3.16291-3園 1613! -3.1570i 

l 干izi l 0ω川叩叩叫0∞側附州0∞側川0∞叫01 0叫0∞側附州0∞側ω0∞川

Approximate values0.00001 -0.00321-0.0052 
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Table. 2. Errors of str巴sson Yニ 0.5

( 

les 

cal intellration σx/K 邑

Error呂

Errors C;;必話的) 

I dy/K I… Numerical integration 
σy/K 1 

Errors 

。I 0.2 I 04106  I 

0.35691 -0.4915 

-0.35751 -0.4923 

0.00061 0.0008 

0.17! 0.16 

-2.00401 -1.1854， 

1. 99041 -1.l77 4 

0.0136' -0.0080 

0園68 0.68 

1.0 
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0.26 

0.2054 
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法を用いて行なった.無限積分形で表わされた応力関数

の双曲線関数部分を，指数関数で表わし，分母をマクロ

ーリン展開し， 乙れより各応力および変位成分を求め

Fig. 7. Distribution of l' /K Fig. 6. 

Tこ.

マクローリン展開式は，局所近似式であり，本問題の

ように変数 A の範囲が O~∞の場合には，必ずしも適当

な方法ではないが，項別積分の各項が，それぞれ応力関

数となり，したがってこれらの線形結合もまた応力関数

であることを利用し，境界条件を近似的l己満足するよう

に，二元連立一次方程式を解く事lとより，実用上十分な

精度の近似値を得た.数値積分法では容易に求め得ない

負荷端での応力成分を本論文では短時間で求め得る事を

示した.
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弾性板の一端が，剛体床上に固定され，他端l乙，等分

布荷重を受ける場合の応力解析を先t<::，座標軸t<::対称な

荷重を受ける弾性帯板の場合に使用した解法と類似の方
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