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粘弾性体における波動伝搬条件と波動速度に関する考察

飯 田 汲 事

Some Consideration on the Wave Velocity and Wave 

Propagation Conditions in a Visco-elastic Solid 

Kumizi IIDA 

本論文は粘弾性体における波動伝搬の条件および波動速度について理論的に若干の考察を加えたものであ

る.粘弾性体として Maxw巴11型， Voigt型の一般形を用い波動論が適用できる条件を論じ，波動伝搬の

厳密な積分計算の困難性および波動伝播のエネルギ一条件，複素弾性率の形や{直の条件と波動速度との関係

を示したものである.

1.緒言

粘弾性体の挙動を示す力学的のモテソレには， Maxwell 

型， Voigt型が基本的危ものとして用いられている.こ

れらはばねとダッシュポットの 2要素を直列または並列

に結合したものであり，数式的取扱いが比較的簡単であ

るため種々応用されており，波動論iこも適用されている

しかし両者とも種々の欠陥のある乙ともすでに知られ

ている.すなわち Maxwell型では緩和時聞が短かすぎ

るしP また Voigt 型では波面の速さが無限大になるほ

かp 単一のパルスに対しては単一のパルスが対応するも

のの，波動の繰返えしまたは振動の持続性がでてこない

ことなどの欠陥がある.tこだζの場合，力学的モデルは

ばねとダッシュポットの単一のものを用いているが，大

部分の粘弾性体は多くのばねおよびダッシュポットの組

合わせを使用することによって近似させることができる

わけであり，乙れらは一般化された Voigt模型 (V一

模型)または Maxwell模型 (Mー模型)と等価である

ことが示されてい1ょしたがってこの場合p これらいず

れかの模型の粘弾性体内の波動の様子がわかるならば，

それは小なくとも有限個のばねとダッシュポットの結合

によって近似される粘弾性体の振動的性質を示すわけで

ある.

粘弾性体の振動的性質はほとんどすべての場合，定常

的な振動による測定がJまされているが，それをそのまま

非定常的な波動に適用するためには多少の考慮がなされ

なければならない.このような粘開性体の波動に関して

以内乙一般的な形で少しく述べてみる.

2. 粘弾性体における波動

一般に線型粘弾性体の応力一ひずみ関係は次式で与え

られる.
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ここにSは応力， εはひずみであり ，am， am-l 

・ bn，bn-l， 目・・は定数である. (1)において

月m 月m-1

g= a 二一一十 am-l 二~+・田・・十 aom atm I ...... m-_L atm-1 

(2) 
~n rin-l 

fニ bn三二十 bn-1二二一一十 ・・・+b 0 u iJtn μ ム iJtn一工

とおけば
S=Gξ (3) 

G(す)ニf(す)/g(去)ω
であり，f(x)はzのn次式， g(x)はzのm 次式である.

Gは複素弾性定数を表わす.

今定常的なひずみとして

ε二=εoezωt (5) 

とすると， (3)より

S=G(i曲)εoe'iwt

となる.Gを書きかえて

G(iω)=A(ω)十iB(山)=¥G(曲)¥ eid 

とすれば，応力Sは

Sニ !G(ω)¥εoe'iCwt+d) 

(6) 

(7) 

(8) 

で表わされる.そこで粘弾性体中の単位体積内で 1周期

の聞になされる仕事Wは

w=ダ (RealS)d(Realε〉
1'2π/ω 

=JL(S)。R巴(去)dt (9) 
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ここlこfはで表わされるから， (8)， (9)から

w=子π/G(ω〕IW=;→o町回) (10) 

となる.

粘弾性体中では運動のエネルギーの損失があるわけで

あるから， 1周期後の仕事は正で， ωくOのときは積分回

路は時間的な逆行を意味するわけで，それを考えると仕

事は山によって変わり

W芸O は ωミOα
iに乙対応するわけである.したがってG(iりの虚部は耐の

奇関数で ωと問符号を持たなければならない.乙れは G

の形に対する条件である.

また (12) 8=εoept 

のような周期的な変化のない場合をみると，応力も実関

係でとZければならないので(1)における iJ/iJtの係数ao，

al，・.'am， bo， bl， ••• bn等はすべて実数でなければな

らない.

一般に平面波の波動方程式は

iJ2u ~ f iJ ¥ iJ2u 
iJx2 - ¥ iJt I iJt2 (13) 

E(去)=よ
G( ~c) (14) 

で表わされるが，ここに uは変位であり ?ρ は密度， E

はComplianceである.uのLaplace変換L(u)は

L (← u(p)= J~u仰 P噛(か) (却

であり，また

LCu(1) (x，t))=pU(p)-u(x，o) 

L(u (2) (x， t)) =p2U(p) -pu(x， 0) -u' (x， 0) 

~ (凶
n-l n-r-l 

L(uω(x ， t))=pnu(p)_;~o p U(r) (X，O): 

が求められるが， t=Oでu=O，日日/iJt=0なる初朋条{寸・

を考えれば(13)は Laplac巴変換により

21Liさ♂]ニE(p)p2U(X，p) (17) 
σX" 

となり，その解は

U(X，p) = U(o，p)巴士 PV云 (18) 

となり，これを逆変換すると

u(x， t) =L -lCU(X，p)) 

〉Qυ 
吋

E
A

r
t
t
、

p
p
 

一〕

d
E
 
)
 
X
 
土

e
 

)
 
ny o
 

〆
t

‘、u
 

p
 e
 

∞

∞

 

+

一

T

J

f

J

 

n
t
l
d
 

ー
一
計一

TI 

1!?Ejoleブtu(x，t) I dt<∞ 

を満たす実数であり， u(x， t)が有限であるとすれば1>0

でよい.

境界条件の一例として t>Oなる時間に対して定常的な

振動を行なう場合を考えると

x=Oで u=e-imt t>O、

u=o tくof 
(20) 

であるから

U(o，p)=L印(o，x))=f: ~i九 Ptdt

1 
1回+p

となり，右方へ進行する波は

日 (x ，t)=~
yπz 

(21) 

~{t-xv'~， !p) }P 
と dp
i(J) + p 

1>0 (22) 

となる.

波動の速さが有限であるためには，どのような条件が

考えられるかを考える.そのためにまず複素弾性定数

G(p)が p→∞のとき有限であり，また Oでもないとす

る.したがって (4)より

I(p) _ bnPロートbn工pn-l十・・-I-bo
G (p) 云市 ampffi平正副二lpm-l平τ」両日 (23) 

であるから
11ニニm

である.よって limG(p)=pCことすれば，
p→∞ 

(24) 

1 2 h 

lim司五了寸ことなり， (幼から ρC∞ニ立

となるーしたがって(22)における積分路は

t-x/C∞くOのときは Re(p)>Oの半円(図 lA)， 

t-x/C∞>0のときは図lBの半円に沿う積分は Oと

A 

P一平面

B 

図1 p 平商
p 平面
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なる.すなわち波面速度が有限であるためには， Re (p) 

>01ζ対して E(p)は原点も極も存在する乙とはできな

い.E(p)，したがって G(p)の原点および極は虚軸の左

側になければならない.これは(23)において f(p)=0， 

g(p)=Oの根はすべて虚軸の左側にあることを示すもの

で，この条件は実係数n次方程式の根はすべて虚軸の左

側にあるための条件である.これは代数学における

strumの定理の応用である Hurwitzの問題として解が

与えられているので，それを用いると

f(p)=bo+blP+b2p2十・十bnpn (25) 

において

f(iz)=U(z)十iV(z) (26) 

とおくと

U(z)=bo-b2z2十b4Z4ー・ー・ 、、白目
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(28) 
v(x) =bl-bsx+b5X2 ー

とおくと (26)は

f(iz) =U(Z2)十iZV(Z2) (29) 

となるので， u(x)， v(x)の根はすべて正数で互に隔雛

しかっ最小の根は u(x)に属し，また u(x)v(x)はu(x)

がOになるときに常に+からーに変わるととが必要で、か

っ十分な条件で、ある.g (p)についても同様であり，そ

れは

g(p)=ao十alP十a2p2+…斗anpn

において

的)一

(30) 

(31) 
マ(x)=al-aSx+a5x2ー・-

とおくと (29)と同様に

g(iz) =c(Z2)十iZ1)(Z2)

となるので， G (i吋は (4)により

u(ω2) +imv(ω2) 
G(i曲)= 一一 一

C(ο)2)十i叫 (ω2)

(32) 

(33) 

として表わされるから，乙れを変形して

G(ω)=~丘竺:竺:Z-+ i <::'!-ョ三 ω (34) 
c2十ω2ザ2 c2+。ヮ

となる. したがってエネルギーの条件(11)は Hx)=

0， 1)(X)=Oの根が隔離していることから♂十Z2ρキOで

あるので

cv一切>0 ωは実数 (35) 

となる.ここに u(m2)，V(ω2)， c(ω2) ，平(ω2)はそれぞ

れ(28)，(31)で与えられる.したがって(23)，(35)およ

び U，V， c ~甲 t乙関する条件を満足する実数 ao ， aI， 

am， bo， bl， ・bnは分散性粘弾性体の振動様式を表現

するのに十分である.

一般イ七された Maxw巴11および Voigt模型について上

の条件をみると，満足的である乙とがわかる.すなわち

(i) 一般化された Maxwell模型の場合

応力Sはこの場合 S=2.jSiで表わすとすれば

。S; ~ aεF  
3 ー=Ei~: '%'- (36) at ~'at 1); 

で表わされるから ξ=εoept となる場合には(36)により

S=ZSz=l zfL7L 
1色 1-ト_.L_ I 
、 P1)i

(37) 

が得られるので

G(p)=2 _E宅
， p十グー

(38) 

となり， G(p)は G(p)の極以外で連続であ巳， また

p=ーτLで極をもつのでpとして実数をとると， G(p) 
Ij'l 

は図 21乙示したような形をとるはずである.板の数は一

般に n個で， G(p)は pくOで'(n-1)個の O点および

p=Oの O点をもっ G(p)を f(x)Ig(x)の形に書こき

なおすと g(x)，f(x)はともに xの_;_n次式になるので

g(エ)， f(x)は負の実根のみをもつことになる.p=Oは

負とはいえないが， 01乙近い負の値で O'点、をもっと考え

ればよい.またそれらの実根の絶対値は 11/れ|の最大

値を越えない.さらに

G (P) 

P 

図 2
v、 αJ

Li'~' .; ，.， 青山2 uz ft 
G(iω) =1'.-':"竺ヰ =2ー竺王子'1 '¥9:十2 - T~-i 

包 zm十ヲ7 td十(すr'm2十(丈)“
となるので，(34)と同形となる.よって(11)のエネルギ、

ーの条件を満足する乙とがわかる.

(ii) 一般化された Voigt模型の場合

(i)と同様にして， ζの場合のひずみ εは

ε=2εg 
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であり応力Sは

日出+A4 (40) 
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(41) 

で与えられる.l/G(p)のグラフは図3のようにとtり，

G(p)もまたn{闘のO点および n個の極をもつが， p=∞ 

l 
G (P) 

¥， 
P 

図 3

の極になっている.したがって単純芯 Voigt模型では

ω→∞のときにG(p)または G(i吋は無限大となり，波面

速度は無限大となる困難が生ずる.これは前述の速度の

有限なることに反するのであるが，乙の困難はVoigt型

の一つで ，1=0とすれば除かれる.

(iii) Maxwell型と Voigt型の結合の場合

この場合には Voigt要素と Maxwell要素とが混合

するが，粘弾性体の理論では Voigt模型にはそれと等

価な Maxwell模型が必ず存在するから，乙の場合にも

(i)または(ii)の場合と同様に考えられる.しかも G(p)が

，1+2.μの形になるので， λおよび 2μの極の数は両者の和

となり，当然 ，1+2μは同数のO点を持つことになる，結

局 Maxwell模型， Voigt模型の場合は九 Gi，んを

適当な正数または Oにとれば

G(p)=-Z{EL 
g(p) 

のO点および極はすべて負実軸上に存在し，かっ

lim G(p)=一定<∞
P→∞ 

であり，またエネルギーの条件を満足することがわか

る.

(iv) Maxwell模型と Voigt模型で表わせない模型

の場合

Maxwell模型および Voigt模裂では弾性定数 G(p)

がpの負実数のみに対して極およびO点を持ちうるが，

乙のことは u(x，t)の積分路に沿う積分で，粘弾性を示

す項が常lとp=実数に関係するので振動的な性質を示さ

なくなる.振動項をもたせる一つの模型としてG(p)の

O点および極がp一平面の第2，第3象限にある場合を考

えればよいであろう.例えば次のようなものが考えられ

る.

Maxwell模型の中で粘性を示すダッシュポットがさ

らに振動数に関係があるとするが，一般的な関係を入れ

ると非線形にとEるので(36)において干に

k oS 
平=叩o寸 S一一←ar- (42) 

とする (kは定数)と，緩和時間平は応力の大きさには

よらないが，応力の時間的変化に対して変わるものとす

る.そのときは(36)と(42)から

oS ~ oe S 
-一一一ot - ot ，k OS 

710+←ー
S ot 

(43) 

が得られるので， ε=εoept のひずみに対しては

Ep(申。+kp)G (p) =ノ
kp2+甲。p十1

(44) 

が得られる.故t己申。>0，k>Oかつれ2-4k<0ならばG

(p)の極は第 2象限および第 3象限にあるから積分の中

にetwt型の項が入る可能性がある.そしてエネルギーの

条件は p=iωとして

一副2(k2ω2_k+甲02)十 九印3i
G(i吋一一一一一一一一1十k曲2十平02ω2 '(1 +kw2)2十九2ω2

(45) 
となるから条件は満たされる.

(v) N orman Ricker型の場合

Norman Ricker による wavelettheoryの基礎に

なる粘性の性質は

(a) 定常波の伝播速度は一定 (v)

(b) 波動の振幅は振動数 νの関数

として考えられている.

数式で示すと次式が解となる.Rickerの記号2)

l乙より

Xl =Ae-axei (2四 Iv)(x-vt) (46) 

ただし α=k(引 (47) 

である.乙れから逆に波動方程式を作ると，波数 n=

21ClJ/vとして
i)21Jf'_ n2 v2 i)21Jf' 
at2一面三五戸 7示 (48) 
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となる.よってエネルギーの条件(11)より αはnの偶関

数でなければならない. (48)より

一一一E
ノ
V

(50) 

となる. α=ピ 1nq1のものは解析関数でなくなるの
で，一応ζ乙では q二 4の倍数を採用する n ニ -zpと

すれば

)扇子=-l+bf (51) 

となる.ただし α=k'pqである，したがって(22)にお

ける eの部分は

叫 (t-xvE(p) p) =巴xp[(t-~)p- k' pq ~ 
l. V V }  

となるので，積分路は pq 一定でない限り右へ廻わす

乙とも左へ廻わすこともできない.すなわち contour

integralの方法で (22)の値を求めることができなくな

る.p→∞で G(p)は0にも∞にもとrらない有限の値に

近づくことは，この方法にとって必要であるから，この

種の形は α=一定の場合以外は取扱えない.

α=一定すなわち q=Oならばこの方法による積分は可

能で(52)より明らかであるが t-x/vくOでは1JT(x，t)

=0ととtる.すなわち波面速度はvを越えない.Ricker 

の論文では波面速度についてはその取扱いは十分でな

い.Rickerの波の始めの形では f(x)キ0，t二三 O;f(x)

=0， t<Oでなければならない.x= 0でf(t)を定義し

なければとtらない. f (t)キ0，t二三o;f(t) = 0， t <0 

としてもよい。そうすれば結局f(x，t)キ 0，x-vt> 

0; f (x， t) = 0， x-vt < 0となって波面途度は vを越

すことはない.

3. Voigt型模型について

前述のように Voigt模型の波面速度は無限大になる

が，そのような波動は実際上ほとんど存在しないことは

次のようにして示される.

Voigt模型に対して t>Oで急に始まる変位を与える

ためには無限大の応力が必要であるので，乙乙では t>O

で急に始まる応力に対して変位を求める.よって境界条

件は

x=Oで σ(O，t)=G(-k-)ドG(去)Jf(同

p
り

ふけ
Mるれ戸り坦え与

u
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で

B
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(54) 

となり， 1 iJu 
σ(O，t)= p一一一一一一一一一， iJt 

、/E(δ/iJt) 
(55) 

であり， Laplaceの変換を用いると

LCσ(0， t)) =S(O，p) 

を与えられたものとすれば

LC"(x，t)) = P _P_-U(x，p) 
vE面了

(56) 

となる. (18)より

U(x，p) =一里盟主1ピ里白2_e土、/陥)-px (57) 
pp 

となり，したがって(19)は

守 {"f十仰 、/E面了 (，一、/面市 X)p
u(x， t) =-"，，=了 I S(O，p)一一一-e dp 

】 f 包∞ p p 
(58) 

となる.

前と同様にして

σ(O，t)二 pe'ω0' t > 0 

tく O
ーノn叫υ
R
d
 

f

，‘、
、21
1

、It--yd=0 

と考えれば

{"f村田 ('-、/京PTx)p
(x ，t)=~ (什(p)e 
21了iJ f-;∞ 一一一一-dp

p(p+向。〕

(60) 

となる.Voigt 模型では p→∞のとき E(p)→Oにな

るのであるが. (首)で述べたように

1 /" 1 E(p)→一一(1:---!-) 
P Ai 

において弾性が十分大きいとは E(p)=一定となる.故

に p>>ω，、 p =Rなる円周(図4)上の積:分は

l/Rの orderである.故に t一、/E(iω)xの実部が

正ならばん上の積分は常に l/Rの orderより大き

くとtらない.また t 、/E(i丙xの実部が負ならばん

ーとの積分は l/Rの orderよりは大きくならえtい.ま

九
日

5会

ーもむ〉・

図 '4
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た右の半円内には極がないから u(x，t)は

ReCt一頃i可 x)<0 のとき恥民去

すなわち波数ωoの伝搬速度を越している波動は1/山o以

下の orderである.また p=-iω の付近では被積分関

数は大きくなるので，加えた振動数に対応する伝搬速度

よりも僅かに早い波は無視できなくなる.

4 結論

任意の線形粘弾性l乙対応する E(p)は簡単;に作成で

きるが，積分(22)または(60)をかなりの精度で計算する

ことはなかなか困難である.従来行なわれているように

、/ECp)をpのべき級数に展開して，その一次まはた二

次の項までとる計算は branchpoilltをまわる積分を

無視することになるので， p=ー仰の極のところの補正

項が計算されるのみである，その branchpointをまわ

る計算値は小さなものではなし加えた振動とほぼ等し

くなるような場合があるので，粘弾性体中における波面

の形を決定するのは困難となる.数学的には波面速度は

lim、/G(iぷ)/p

であるが，この極限値が存在しない Voigt模型の場合

にも，波はだいたい加えた振動数に対応する伝搬速度で

伝わると考えても大差がない.いままで1こ調べた Max-

well模型， Voigt模型はともにReCG(iω))はωの単

調増加関数であるが，これがある ωに対して最大値を持

つならばどのような波面になるか興味ある問題である圃

ただしこの場合に G(iω)がエオJレギーその他の条件を満

足するかどうかはわからないので吟味しなければならな

し、
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