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2つのπ次正方行列A，BがAB=E叫をみたせば必然的にBA=Enとなることはよく知られた事実で

ある。このことの証明は，行列式を用いて大学初年経程度の鰻形代数学の知識の範囲内でできる。しかし

この命題は本来行列式とは無関係でありラより一般的な代数学の定理から導くことができる。この論文に

おいてはう上の命題を系として含む一般的な代数学の定理を提示する。問時にヲ工学部系の数学教育では

扱い難い環と圏の理論を，上述のことに関連させて教育内容とし得ることを示す。

この論文は，愛知工業大学情報通信工学科平成12年度と平成13年度の卒業論文(参考文献[2]ぅ[6])を

発展させたものである。

30.問題の所在

覆素数を成分とするntX正方行列全体の集合をMn(C)で表す。 n次単位行列をE叫で表わす。よく

知られているようにヲ集合Mn(C)において，行列の積XYを定義することができる。この積は結合法則

(XY)Z = X(YZ)をみたすがラ交換法則 XY=YXはみたさない。従ってヲ{:J.::の事実は初めて鰻形代数

学を学ぶ学生にとって決して自明なことではない。

事実(F)実数または檀素数を成分とする行列A，BがAB=E托をみたすならぼう BA=Enである。

通常，上の事実(F)は行列式(det)を用いτ次のように証明される。

AB=Enとする。ならばヲ

det(A) det(B) = det(AB) == det(En) == 1 

より det(A)-# 0。

G = (det(A))-l(aji) (ajiはAの(j，i)余因子)

とおくと，行列の成分を計算することによって

AG= GA=En 

であることがわかる。

B=E時B= (GA)B = G(AB) = GEn = G 
であるからう

BA=GA=E削

この証明は行列式の知識がない者には理解できない。また，基礎体(上の実数体ラ撞素数体に相応する

もの)が非可換な場合う例えばHamiltonの4元数体(後述)を成分とする行列についても上の事実は成立

するのであるが，非可換な場合は通常の仕方では行列式が定義できないために，この証明は無効である。

31.基本概念

以下ヲ自然数全体の集合をNで表わす。 N={Oぅ1，2，・・ '}o制ま空集合を表わす。

集合A，Bに対してラ集合
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{(α，b) Iαε A，bεB} 

をAとBの直積集合といいう AxBで表わす。

ゆでない集合M に内算法

σ:MxM→M 

(x，y)日 x+ν
が定義されていて，次の (1)-( 4)の公理がみたされるときヲ M は加群であるとしサ。

(1) (x +ν)+z=x十 (ν+z) 
(2) x + y = y+ x 
(3) Mの任意の元zについて

お +n=x
となるようなM の特定の元nが存在する。

(4) Mの任意の元zに対してう

x +x' = n 
となるようなM の元どが存在する。

M が加群であるときヲ内算法σ(xぅν)=x十UをM における和とし、う。 (3)の性質をみたす元η はM に

唯一である。この元η をM の零元といいう記号0で表わす。 (4)の性賀をみたすM の元どは，xに対して

一意的である。この元どを-xと表わすo X + (-y)をx-yと表わす。

M は加群であるとする。 M のやでない部分集合M'が次の条件(5)をみたすとき，M'はM の部分加群

であるという。

(5) x，yεM'ならばx-yεM'
R は和x+yが定義された加群であるとする。集合Rにもうひとつの内算法

n:RxR→R (x，y)日 町

が定義されていてう次の公理がみたされるときヲ Rは環であるとし、う。

(6) (xy)z = x(yz) 
(7) (x+y)z=xz+yz 
(8) x(ν+z)=xy+xz 
これだけで環という場合もあるが，通常は次の公理を付け加える。

(9) Rの任意の元zについて

巴x=x巴=x

となるようなRの特定の元Eが存在する。

(10)上の (4)における元nは(9)における元 Eの条件をみたさない。

ここでは上の (9)ヲ(10)の条件を込めて環と呼ぶことにする。

Rが環であるとき，内算法π(x，y)= xyをRにおける積という。 (8)の性質をみたす元巴はRに唯ーで

ある。この元eをRの単位元と呼ぶ。

環Rの任意の元x，yについて

(11) xy=抑

が成り立っときう Rは可換環であるという。

Rは環であるとし，Mは加群であるとする。算法
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μ:RxM→M(ぃ)日間

が定義されていてう次の(12)ー(15)の公理がみたされるときう M はR・左加群であるという。

(12) (a+b)x=回 +1>x(α，1> E R，xεM) 

(13)α(x +ν) = ax + ay (αε R，x，yξ M) 

(14) (ab)x =α(1)x) (αラbεRうお ξ M)

(15) 1x=x(xεM) 

Rは環，MぅM'はR-左加群であるとする。写像f:M→M'が次の条件(16)，(17)をみたすとき，Jは

R-準同形写像であるという。

(16) f(x+y)ニ J(x)+J(ν)

(17) f(仰 )=αJ(x)(αε R，xεM) 

Rは環，MはR-左加群であるとする。 Mの部分加群M'が次の条件(18)をみたすとき，M'はMのR-

左部分加群であるとし、う。

(18)αε R，x εM'ならば四 εM'。
M を左R-加群とする。 X1，X2ぅ・ーヲXnをM の固定された元とするときヲ

αlXl十α2X2+・0 ・+αnXn(α1，a2， .・固 ，anεR) 

の形に書かれるM の元の全体はM のR-左部分加群である。このR-左部分加群を

RXl + RX2十 ...+Rx百

と表わす。

R-左加群Mが有限生成であるとは，

M=Rxl十RX2+..・十 RXn

となるようなM の固定された有限個の元町ぅX2，・・ .，xn が存在することをいう。

R-左加群M=RXl +RX2 +・・・ +Rxnにおいて，TIXl + T2X2十・・・十TnXn= 0 (rl，T2ヲa ・.，r見 ξ R)

となるのがラ rl= r2 =・・・ =T百 =0のときに限るならばヲ M = RXl +RX2 +・・・ +Rxnは直和であると

いう。このとき，R-左加群M をM=Rnと表わし，階数nの自由R-左加群という。

MはR・左加群，M'はそのR・左部分加群であるとする。 Mの元x，yの聞に

x""yや::::}お -yεM'

によって同値関係~を定義することができる。 zεMとX"" x'の関保にあるMの元がの全体をzの同

値類といいうお +M'で表わす。このような同値類全体の集合をMjM'で表わすことにする。

M川(/'の元(同値類)の聞にう

(x十M')+ (y十M')= (x +ν}+M' 
によって和+を定義すると，集合M川Fはこの和によってR-左加群となる。このR-左加群をM のM'に

よる剰余類群という。

Mは{O}と異なる R-左加群であってラ MのR-左部分加群はM と{O}以外にないときう Mは単純R-左

加群であるという。

M はR幽左加群であるとする。 M のR-左部分加群の列

(19) {O} = Mo C M1 C . . . C Mn-1 C Mn = M 

があってう各MdM包-1(1豆i::; n)が単純R司左加群であるときう R・左部分加群の列(19)をMの組成列と

呼ぶ。 πを組成列(19)の長さという。
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定理1. (Jordan・HolderTheore田，参考文献山ぅ Chapter3ヲ!i11ぅp.135) MはR・左加群とする。

{O} = Mo C M1 C .・岡 CM.-1 C Ms = M 

{O}=~臼亡 N1 亡・ーに Nt-1 亡 Nt=M

がどちらもM の組成列であるとすればう s=tである。

MはR-左加群としラ MのR曲左部分加群の列

(20) M1 C M2 C・・ 'CM叫 C，・・
をヲ M のR-左部分加群の上昇列という。ある自然数Nが存在して，

間三 NならばM'Tn = MN 

となるときラ品左部分加群の上昇列(20)は滞状であるという。

R-左加群M の任意のR-左部分加群の上昇列が滞状であるとき，R-左加群M はNoether的であると

いう。

MはR-左加群としヲ MのR司左部分加群の列

(21) MlコM2:J • ・つ Mπ コー・

をう M のR-左部分加群の下降列という。ある自然数Nが存在してう

間三 NならばM'Tn = MN 

となるときう R四左部分加群の下降列(21)は滞状であるという。

R-左加群M の任意のR・左部分加群の下降列が滞状であるときう R・左加群M はArtin的であるという O

Rは環とするoRは作用仰いうZξ R)によりそれ自身R-左加群と見ることができる。このようにR国

左加群と見てRがNoether的であるとき，環Rは左Noether的であるという。また，R-左加群と見てRが

Artin的であるときヲ環Rは左Arlin的であるという。

盟理 2.(参考文献[1]，Chapter 4， !i15ぅp.174， Corollary 15.21) Rが左Artin的環であるとするな

らば，R・左加群M に関する次の(i)ー(iv)の条件は互いに同値である。

(i) Mは有限生成である。

(ii) M はNoetl間的で、ある。

(iii) M はArtin的である。

(iv) M の組成列が存在する。

以下ヲ Rは環とする。 aは環Rの元として，

ab = e， Cα=e 
をみたすRの元b，cが存在するときヲ GはRの正則元であるという。このときヲ

b = eb = (cα)b = c(αb) = ce = c 

となる。 bをαの逆元という。

元αに対してう Gの逆元はもし存在すれば一意的である。環RのOでない任意の元が正則元であるとき，

Rは斜体であるという。可換環かっ斜体である環を体という。

実数の全体R(実数体)う複素数の全体c(複素数体)等は体の例である。

{1ヲ巴}je2ぅ匂}を基底とする実数体R上の線形空間にヲ

ei = e~ = e~ = -1， 
ele2 = -e2el =巴$ぅ



e2eS = -e3e2 = elヲ

eael = -ele3 = e2 
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によって積を定義することができる。これがHamiltonの4元数体でありう体ではない斜体の例である。

環Rの元fがP=fをみたすとき，fは幕等元であるという。環Rの幕等元からなる集合{fihE1が

条件f品=0 (iヂj)をみたすときぅ{!i}iEIを互いに直交する幕等元の集合という。

環Rの元を成分とするn次正方行列全体をMn(R)で表わす。 Mn(R)における和を

(句)+件以=(向j十 bij)

で定義する。またう Mn(R)の2つの元A= (向j)，B = (bij)に対してヲ (i，j)成分が句=乞α仇 jで与
k=l 

えられる η次正方行列C= (Cij)をAとBの績とする。

集合Mn(R)は上で定義された和と積について環となる。この環Mn(R)を環R上のね次行列環とし、う o

Mn(R)の単位元は単イ立行列

En = (dij)ヲ

dii = 0 (i =1= j)，dij = 1 (i = j) 

である。

A = (αij)をMn(R)の元とする。 Rn= RXl +RX2十・・・ +Rxnは階数nの自由R・左加群としラ Rnの

元zに対してヲ
n n 

Ax= ε (L: α向句仰4行引j〆川7
と定めることによりう RnはMn(R)ー左加群となる。

環Rはラ Rの積αx(αラzε R)によってR・左加群と見ることができる。 RをR-左加群と見たときの，R
のR-左部分加群をRの左イデアルという。 R-左加群と見てRがNoether的であるとき，環Rは左Noether

的であるといわれる。また，R・左加群と見てRがArtin的であるとき，環Rは左Artin的であるといわれ

る。もし環Rが左Arlin的であれば，Rは左Noe出er的で、ある(参考文献[4]ぅp.148ヲ定理5.4.1)。

32匂環の立場から

定理 3. もしRが左Artin的ならばぅ R上のn次行列環Mn(R)も左Artin的であるo

証明.定理1により，R胃左加群Rの組成列

{O} = 10 C 11 C . . . C lm-l C 1m = R 

が存在する。第i行がんの元より成りヲ他の行の成分は全てOである行列全体をAj，iとするとう.

{O} C Al，l C A2，1 C . .・ CAm，l C 

A1，2 + Am，l C A2，2 + Am，l C . . . C Am，2十 Am，lC ... 

A1，n + Am，n-l +・・・+Am，l C Am-l，n + Am，n-l +・・・+Am，l C Am川 +Am，n-l十・・・+Am，l 

= Mn(R) 

はMn(R)-左加群Mn(R)のひとつの組成列である。

命題 4 左Artin的環Rにおいて，ab = eならば，ba=εである。
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証明.Rの左イデアルの下降列

Rα コRα2コ・・・コ Rα托コ・・・

は滞状であるから，Ran = Ran+1 となる正整数nが存在する。従って，an=叩叶1 となるuεRが存在

する。

0= (e一切)α目=(eー叩)αn-1αb

= (e一也α)a百一1= ... =ε ー削

より包α=ε。従って，

b = eb = (叩)b=包(αb)= ue =旬。よってbα=eである。

定理3と命題4から次の定理を得る。

定理 5. R は左Artin的環であるとする。 M時 (R)においてAB=Enであれば，BA=Enである。

実数体R，槙素数体Cはいずれも体でありヲ体は左Artin的環である(体Kの左イデアルは{O}とK

しかない)からう上の定理5は冒頭の事実(F)を特殊な場合として含んでいる。

またヲ定理5は次の様に拡張できる。

定理 6. R は左Noether的環であるとする。 Mn(R)においてAB=Enであれば，BA=Enである。

証明a 自由R-左加群Rnは有限生成であるから， Noether的である(参考文献[3]，p. 30，命題6.2)。

先ず，環Mn(R)にはう互いに直交する幕等元の無限集合が含まれないことを示す。伎にヲ el，e2，'"ぅem，'"
がMn(R)のEいに直交する幕等元の無限集合であるとする。ならばヲ

el(Rn) C el(Rn) + e2(Rn) C・・.C el(Rn) + e2(R時)+・・・ +em(R叫)

亡巴l(R叫)+ e2(Rn)十個 E ・十 em(Rn)+ em+l (Rn) C . . . 

はRnのR-左部分加群の滞状でない上昇列である。これは，R叫がNoether的であることに反する。

Mn(R)の元A，BがAB=E.町 BAチEnをみたすとする。このときう容易に確かめられるようにヲ

el = E叫 -BA，e2=BA-B2A2，...ぅem=B間一lAm-l_BmAmぅ・・・

はう互いに直交する Mn(R)の幕等元の無限集合でありヲ上に示したことと矛属する。

以上ラ左Artin的または左Noether的な環について述べたことは全てう定義から始めて左右対称に入れ

替えることによりう右Artin的または右Noether的な環についても問機に主張される。

!i3.圏の立場から

以下において，領域という言葉は無定義用語とする(参考文献[3]，第4章!i22参照)。

次のものが与えられているときう K= (K，morKぅ0)は圏(category)であるとしづ。

(1) K = (K，morKヲ0)の対象(object)と呼ばれる領域Kがある。 AがK= (K，morK'o)の対象であ

ることをAεKと表わす。

(2) K = (K，morKぅ0)の2つの対象A，Bに対してう射型(皿orphism)と呼ばれるものの集合同orK(ムB)

が決まる。
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(3) K = (Kヲ問OTKヲ0)の3つの対象ムBぅCに対して，合成(composition)と呼ばれる写像

仰 TK(A，B)X moTK(B，C)→morK(A♂) 

が定められている。

f E morK(AヲB)であるときヲ 1:A→B と表す。 1:A→B と9:B→Cの合成をgolと表す。

更にう次がみたされるものとする。

(i) (A，B)ヂ(A'，B')のとき，mOTK(A，B) n morK(A'，B') =ゆ。

(ii)任意のBεKに対してヲ次をみたす1Bξ mOTK(B，B)が存在する。

任意のI:A→Bに対し，1B01 = 1。
任意のg:B→Cに対しう 90 1B = 9。

(iii)任意のI:A→Bヲg:B→Cぅh:C→Dについてヲ h0 (g 0 f) = (h 0 g) 0 f。

BεKに対して (iii)のお εmorK(BぅB)は一意的に決まることがわかる。

領域を無定義用語としたので，圏の例を挙げる。

伊tll.集合の闘。対象は集合う射型は写換である。

伊tl2.実数体R上の線形空間の園。対象は実数体R上の線形空間，射型はR帽線形写橡である。

K = (KぅmorKヲ0)は圏であるとし，AヲBεKとする。 fε morK(A，B)に対してう gε m01'K(BぅA)

で90 1 = IA， 10 9 =与をみたすものが存在するときヲ fを同等射と呼ぶ。 I1s同等射であればう fに対

して上の条件をみたすgは一意的に定まる。このgを9= 1-1 と表わす。同等射1:A→Bが存在する

ときヲ AとBは同型であるという。

I:B→Cが，

r g，g'εmOTK(AヲB)，10 9 = 1 0 g'ならば9=g'である」

という条件をみたすときヲ fは単型であるという。

I:B→Cがヲ

rhヲh'E morK(BぅC)，h 0 f = h' 0 fならば9= 9'である」

という条件をみたすときラ fは全型であるとし、う。

圏K= (K， morK， 0 )があるとする。 Kから集合の圏への写機包でヲ次の条件(i)-(iii)をみたすものがあ

るときう圏Kは実現的(concrete)であるという。

(i) morK(AヲB)はu(A)から u(B)への写像全体の集合の部分集合である。

(ii) 1A =ん(A)

(iii)合成oは写像の合成である。

K=(Kぅ問orK，o)が実現的圏であればヲ Kにおける同等射I:A→Bは包(A)から u(B)への全単射で

ある。

以下においてはヲ K= (K，moTKぅ0)は実現的圏であるとする。

A，BεKぅ包(A)C包(B)，t : u(A)→也(B)を標準的単射とするときぅ ιε morK(AぅB)ならばヲ AはB

の部分対象であるという。

圏K= (K，morKぅ0)が次の(i)，(ii)の条件をみたすときラ Kは有限決定的であるという。

(i) AεKに対して自然数値引A)を対応させる関数dが存在しヲ次をみたす。

(ia) AがBの部分対象ならばラ d(A)壬d(B)。
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(ib) AとBが同型ならば，d(A) = d(B)。

(ic) AがBの部分対象でう d(A)= d(B)ならばぅ A=B。

(ii) fεmorK(A，B)でう fが単型かつ全型ならば，fは同等射である。

圏K=(Kぅ問orKヲ0)が，

rAεKラ fε morK(A，A)が単型であればfは同等射である」

という条件をみたすときう Kは自己完結的であるという。

定理 7.有限決定的な圏は自己完結的である。

証明. 圏K= (K，morKヲ0)は有限決定的であるとする。 AεKとしヲ f:A→A を単型とする。

f(A) = A' はAの部分対象である。先に述べた関数dが存在して，d(A')三d(A)of: A→A'は単型か

っ全型であるから，同等射である。よって，d(A') = d(A)。従って，A=A'でありヲ f:A→Aは同等射で

ある。

命題 8. Rを左Artin的環とする。次のように定められる闇K=(KラmorKヲ0)は有限決定的であるo

kの対象は有限生成R-左加群である。 A，BE K に対しヲ問01'K(A，B)の元fは，AからBへのR-準

同形写像である。

証明. !i1の定理2によりう Kの対象Aに対してはAの組成列が存在する。 Aの組成列の長さをd(A)と

する(!i1定理1参照)。

上の定理7と命題8から次のようにしてヲ冒頭の事実(F)が導かれる。

複素数を成分とする行列がAB=E耳をみたすとする。 Vは覆素数体上のn次元線形空間とする。 v
から Vへの線形写像と Mn(C)の元とは1対1に対応がつく。行列Aに対応する Vの線形写像をLAで表

わすと，上の式はLAoLB = 1であることを表わしている (IはVの恒等写橡)。これより，LBは単射で

あることがわかる。

C上の有限次元鰻形空間とそれらの聞の締形写像は，命題8によりヲ有限決定的な圏である。従って，

定理7により LBは同型写像であり，LBの逆写像が存在する。この逆写操に対応する行列はB-1であり，

BB-1 = B-1B = En 
が成立する。

A = AEn = A(BB-l) = (AB)B-1 = EnB-1 = B-l 

であるからう BA=E叫である。
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