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Abstract 

The reegula-f，αlsi method is very practical when we search for the approximate solutions of 
non-1inear equation f(x) = o. Under the additional conditions on the smoothness of f(x)， we 
can verify that the approximation sequence obtained by the regula-f，αlsi method converges to 
the true solurtion of f(x) = o. But in the c出 ethat f(x) is no七smooth，the convergence of the 
approximate sequence can冗beproved in general 

The main purpose of this paper is to obtain the following 

Theorem. Let f(x) be continuous on the closed interval [α，b). Suppose that f(α).f(b) <0. 
Then both of the inferior and the superior limits of theα:pproximate sequencee by the regulα-falsi 
method a陀 thetrue solutions of f (x) = 0 

And we shall consider some applications of the above theorem. 

1. はじめに.
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昔から知られているこ分法や regula-falsi法は，コンビューターを使って方程式の近似解を求める

際にも有効であり，昨今見直されている。

二分法による近似解の列は，すべての連続関数 f(x)に対して，必ず真の解に収束する。 この

事実は，有界単調数列の収束定理を用いて，簡単に証明される。

一方，regulα-f，αlsi法で求めた近似解の列 {αn}が真の解 αに収束するためには，区間内に解が

唯一つしか存在しないと仮定するか，あるいは，関数 f(x)に滑らかさが要求される。 言し、かえる

と，平均値の定理やテイラーの定理が使えない一般の連続関数に対しては，形式的に得られ，近似

解と考えられていたものが，本当に真の解に"近づいていく"かどうかは，実は分からない。 特に，

y = f(x)のグラフが真の解 αの近くで p 軸の上下に激しく振動し， αの近傍に別の解がいくらでも

存在するような場合の収束性は，これまで，十分には調べられてはいない。
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近似解が実は真の解の近似になっていないならば，問題であろう。

そこで本研究では，解が複数個存在する場合や，f(x)が滑らかでない場合の近似解の収束性を

どのように捉えたら良いのかを理論的に考察した。

小刻みに振動したり，必ずしも滑らかではない一般の連続関数に関する近似解の列の収束性に関

して，次の定理が得られたので，報告したい。

定理. 関数 f(x)が [α，b]上で連続で，f(α).f(b)<O が成り立っているとする。 このとき，

regula-falsi法で得られた近似解の列を {αn} とすると，数列 {αn} の下極限および上極限は共に

f(x) = 0 の真の解となる。 すなわち，
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と置くと ， f(g_) = f(o:) = 0が成り立つ。

注意.区間内に解が複数個存在している場合でも，また，f(x)が微分不可能な場合でも，上の定

理は成り立つ。 またこの定理により， {αn} の「極限」を， r下極限」あるいは「上極限」に置きか

ることで，近似解の列が，ある意味で，確かに真の解に近づいていくことが証明されたわけで， r近似

解」という名前の所以が示されたことになる。

上の定理の応用として p 近似解の列 {αn} の収束性に関する，次の四つに判定法が得られたの

で，合わせて報告する。

ここでは，常に f(x)は [α?同上で連続で， f(α).f(b)<O が成り立っと仮定する。

1. 区聞いうb]内に f(x)= 0 の解が唯一つしか存在しないならば，近似解の列 {αn}は必ず

真の解に収束する。

2. 区間 [αぅ司上で f(x)が単調増加または単調減少であれば，近似解の列 {αη} は必ず真の解

に収束する。

3. 近似解の列 {αη}が収束するならば，すなわち limαn α が存在するならば， αは
口一今00

f(x) = 0 の真の解である，すなわち， f(α)ニ O が成り立つ。

4. regula-fiαlsi法による縮小区間列を {[αnぅbn]}とし，

Aニ limα町

n-t()口
B = lim b~ 

n-令。。

と置くと，近似解の列 {αn}が真の解に収束するための必要十分条件は，次の三つの条件のうちの，

いずれか一つが成り立つことである。

(1). A = B . 
(2). A::J=B かっ f(A) = 0 < f(B) . 
(3). AヂB かっ f(A) < 0 = f(b) 

2. 準備.

区間 [α，b]上で連続な関数 f(x)を考える。もし，f(α) . f(b) < 0 が成り立てば，中間値の定理

により，f(α)=0 を満たす αε(α，b)が少なくとも一つは存在する O

残念ながら具体的な αの値は一般的には求まらない。 そこで，コンビュータ一等の力を借りて，

真の解 αに代わる近似解を求めることになる。
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方程式の近似解法としては，昔から，二分法，regula-flαlsi法，割親法あるいはニュートン法など

が知られている。ここでは先ず，近似解法の一つである regula-fiαlsi法のアルゴ、リズムを振り返る。

曲線 y= f(x)のグラフを，両端点を結んだ直線で近似して，この直線と z一軸との交点を近似

解とする方法が，regula-flαlsi法である。

regulα-falsi 5去のアルゴリズム.

1. f(α).f(b)<Oとなる区間 [αヲb]を選ぶ。

2. 2点 (α，f(α))， (bうf(b))を結ぶ直線と，

Z一軸の交点の z座標を αoと書き，第 O近似解と言う。

3. (i) f(αo)f(α) > 0 のときう

α1 =α0ぅ b1= b 
と置く。

(ω) f(α0) . f(α) < 0 のとき，

α1=α， b1 =α。
と置く。

(iii) f(α0) = 0のとき， αoは f(x)= 0の解である。

4. 区間 [αlぅb1]に対し，f(α1) . f(b1) < 0だから， 操作 2を行し、得られた交点の z一座標を α1

と書き，第 1近似解と呼ぶ。

操作 2，3， 4を繰り返すことにより，解が存在する区間を次々に狭められる。この操作により

得られる {αn}および {[αn，bn]}をそれぞれ，regulα-flαlsi法による近似解夢1]，および縮小区間列と

呼ぶ。

3. 縮小区間夢IJの端点の収束性。

補題1. 近似解列 {αn}および縮小区間列 {[an，bn]}に関し，次の式が成り立つ。

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

証明.

f(αn) . f(bn) < 0 

α 一 αnf(bn)-bnf(αn) 
n - f(bn) -f(αn) 

f(αn) 
αn一 (bn-an) n -u;n f(bn) -f(αn) 

f(bn) 
bnー (bnー αn)

f(bn) -f(αn) 

αn<αn < bn 

2点 (αn，f(αn))ぅ (bnぅf(bn))を結ぶ直線の方程式は

(f(bn) -f(αn) ) υ= f(αn) + ¥J \~<:'I J ¥-""  (x-αn) 
On一αn

ここで y=Oと置けば (3.2)が得られ，続いて (3.3)ぅ(3.4)ぅ(3.5)が得られる。
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近似解の列は，一般的には収束するとは限らないが，縮小区間列の左右の端点の一方は， 次の補

題が示す通り，真の解に必ず収束する。

補題 2. 関数 f(x)が [αヲ同上で連続で，f(α) . f(b) < 0を満たすとする。 regulα-f，αlsi法に

よる縮小区間列を {[α川 bn]}とすると， {αn}ぅ {bn} のうち少なくとも一つは f(x)= 0の解に収束

する。

証明. 縮小区間列の作り方から

α<α1三α2::S:・・・ <αn::S:園・・三 bn::S:・園・三 b2::S: b1 ::S: b 

従って有界単調数列の収束定理より {αn}，{bn}は共に収束する。

以下， A=  limαm 
nー今C巴

B = lim bn と置く。
nー令00

(1) A = B のときを考える。

0とJ込f(αn)=f(A)=f(B)=J込f(bn)三0

ゆえに f(A)= f(B) = 0で，A (= B)は f(x)= 0の解である。

(1I) AヂB のときを考える。

先ず f(A)< 0 < f(B)が成り立っと仮定して矛盾を導く。

補題 1の (3.4)ぅ (3.5)より ?α=J込αη が存在し

f(A) 
=A- r(n~\--'r( ，， \(B-A)>A 

f(B) -f(A) 

同様に， α<Bも成り立つので，合わせてう A<α<B となる。 従って，

Cl =α -A>Oに対し，次式を満たす η1が存在する。

αη>α-ε1 =α-(α -A) = A， Vn>η1 

ε2 =B-α>0に対し，次式を満たす η2が存在する。

αn<α+ε2=α+ (B-α) =Bう Vη>η2

ここで no=mαx(nl，η1)と置くと，任意の η>ηoに対し，A<αn<B が成り立つ。

一方，縮小区間列の作り方から， αη=αn+l::S:A または αη =bn+1三B となり ，A<αn<B 
に矛盾する。

よって f(A)< 0 < f(B)は起こり得ない。

同様に，f(A) > 0 > f(B)とすると矛盾が生じ，この場合も起こり得ない。

従って， A=I=B のとき f(A). f(B) = 0 が成り立つ。

以上より， (I)および (II)のいずれの場合でも， Aあるいは B のうちの少なくとも一つは

f(x) = 0の解となる。

注意.具体的な計算例に当たると，縮小区間列の右端あるいは左端の一方が固定されてしまうこ

とが多いが，上の補題は，その当たりの事情を理論的に説明している。 また縮小区間列を追ってい

けば，真の解を予想、できることも，理論的に示している。
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4.近似解の列の収束性.

次の定理が本研究で得られた主結果である。

定理. 関数 f(x)が [α，b]上で連続で，f(α).f(b)<Oを満たすとする。 このとき，regula-J<αlsi 
法で得られる方程式 f(x)= 0の近似解の列を {αη}とすれば，数列 {αη}の下極眼および上撞躍は

共に f(x)= 0の解となる。 すなわち

と置くと P f(~) = f(o:) = 0 

~ = liminfαn， 
n一一歩00

が成り立つ。

δ= limsupαn 
n-今00

証明. もし A=Bであれば f(A)= f(B) = 0となり， (3.5)式より limαη=α が存在し，

α=A=Bで，f(α) = 0となり，定理は成り立つ。

A<Bの場合にも定理が成り立つことを示す。

補題2より f(A). f(B) = 0で、あったから，下の (1)ぅ(2)ぅ(3)のいずれかが生じる。

(1) f(A) = 0， f(B)チ0のとき。 補題 1の (3.3)より limαn-αが存在し

f(A) 
α= limα =Aー (B-A) = A 

f(B) -f(A) 

となり ，f(α) = f(A) = 0が成り立ち， αは f(x)= 0の解となる。

(2) f(A)ヂ0，f(B) = 0のときも同様に 3 (3.4)より limα=α が存在し，

て， αは f(x)= 0の解となる。

(3) f(A) = f(B) = 0のとき。 補題 1の (3.5)より

A = limαn :S liminfαn = ~ :S limsupαη=否三 limbn = B 
n一一歩00 n-ーシ00

α=Bが成り立つ

従って， A<B かっ A :S~:S a 三 B だから，次の (i) I"V (iv)の場合が考えられる。

(i) A = ~ <否 =Bのときは，f(~) = f(A) = 0かつ f(δ)= f(B) = 0で定理は成り立つ。

(ii) A < ~三百 =B のときは， limαn-αが存在して，f(α) = 0となる。実際，A<~ より
ε=g_-A>Oに対し，次式を満たす ηoが存在する。

infα'>71 -α'1'1 >α-ε =A司

m>η 一一一 一ー
Vn>ηo 

よって， αm> A (Vm >η0)となり， αm= bm+l (Vm>η。)だから，

α=Bが，従って f(α)ェ f(B)= 0が成り立つ。

(iii) A = ~三百 <B のときも(ii)と同様である。

limαm -α が存在し，

(iv) A < Q :S a < Bのときは， (ii)， (iii)での考察と同様に，十分大きな ηに対し，A<αn<B
が常に成り立ち， αn:SAまたは αnとB であることに矛盾する。 ゆえに(叩)は実際には起こり

得ない。

よって，

従って，

A手Bのときは常に f(g_)= f(a) = 0が成り立つ。

すべての場合に，近似解の列の上極限および下極限は f(x)= 0の解となる。

注意.区間内に解が複数個存在している場合でも，また，f(x)が微分不可能な場合でも，上の定

理は成り立つ。 またこの定理により， {αn} の「極限Jを， r下極限」あるいは「上極限」に置きか

ることで，近似解の列が，ある意味で，確かに真の解に近づいていくことが証明されたわけで， r近似

解」とし寸名前の所以が示されたことになる。
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4.定理の応用.

定理の系として，近似解の列 {αn}の収束性に関する以下の判定法が得られる。

この章では，常に f(x)は [α，bJ上で連続で， f(α) . f(b) < 0 が成り立っと仮定する。

系1. 区間 [αぅbJ内に f(x)= 0 の解が唯一つしか存在しないならば，近似解の列 {αη} は

必ず真の解に収束する。

系 2. 区間 [αぅbJ上で f(x)が単調増加または単調減少であれば，近似解の列 {αn}は必ず真

の解に収束する。

系3. 近似解の列 {αn}が収束するならば，すなわち limαη=α が存在するならば， αは
n一→00

f(x) = 0 の真の解である，すなわち， f(α) = 0 が成り立つ。

系 4， regulα-flαlsi法による縮小区間列を {[αn，bn]}とし，

A = limα町
nー今C白

B = lim b"， 

n-too 

と置くと，近似解の列 {αn}が真の解に収束するための必要十分条件は，次の三つの条件のうちの，

いずれか一つが成り立つことである。

(1). A = B . 
(2). AヂB かっ

(3). A 1= B かっ

f(A) = 0 < f(B) . 
f(A) < 0 = f(b) 

定理および補題2より上の四つの系は直ちに示されるので，証明を省く。
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