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旋回関数の定義と渦流の同定法への応用*

Definition of swirl function and its appliation 

to identification method of swirling motion 

中山雄行!梅田賢治!市川利郎?西原幸夫!高木周司
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A method of identification of swirling motion， with swirl function defined in this paper， and its application 
are pre日巴nted.Flow characteristic can be classified with eigenvalue of velocity gradient tensor， and complex 

eigenvalue indicates that fiow i日日wirlingmotion. Here the imaginary part of the complex eigenvalue is 

defined as swirl function， and th巳 local maximum point of swirling function is a日日umedto be the axis of 

swirling motion. The日wirlfunction can be considered a日 aphysical property which corresponds to angular 

velocity of swirling， which is invariant in transformation of coordinat巴. This method en乱blesto identify the 

swirling motion hidden in complicated fiow， which is difficult to identify with velocity field or streamline， 

and al日oestimat巴 th日 intensityof swirling 

1.緒 自

渦または旋回流に関する工学問題は，航空，流体機

械，また風力発電等様々な分野に関わっている. (以

下では，ある流れの領域で点または軸を中心に旋回す

る流れを総じて渦流と記述する. )それぞれの分野に

おける流れについては， 1両流に関する特性が重要な役

割を果たしており，その設計にあたっては，流れの中

の渦流の有無やその領域，強さを評価することが重要

である.

この渦流の定義と同定法については，速度勾配テ

ンソルの固有値による定義(1)(2)，速度勾配テンソル

の第 2不変量(3)，圧力のヘシアンを用いたもの(5)(6) 

等が提案されているが，流体力学上まだ統一的なも

のはなく，各分野 a 工学問題への応用としてはそれぞ

れの特性を活かした適用が望ましい(7) 渦度による

定義(8)も考えられるが，渦度の集積した領域が必ず

しも渦流であるとはいえない.前述した速度勾配テ
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ンソルの第 2不変量による同定では，渦度テンソル

と歪み速度テンソルのノルムの 2乗の差を求めるこ

とにより，この懸案を補っているが，一方で直接的に

旋回の強さを示す物理量とはならない.また，ヘリ

シティ (9)(10)も渦流の抽出に有効な方法であり，渦流

と流れ(速度)方向との角度に関する情報が得られる

が，旋回強さを直接的に示さない点では同様である.

圧力による同定法では，実験データからの解析・評価

は一般的に困難である.速度データのみから流れの

中の渦流を抽出・評価する解析方法は，実験やフィー

ルドデータにも適用することが容易であり，工学問題

への応用に有利であると考えられる.

一方， Chongら(1)は，常微分方程式論の相空間

(ph剖 espace)を応用した流れの 3次元構造の分類宅E

行い，速度勾配テンソルの複素固有値の条件から渦流

を定めた.これは，速度勾配テンソルの固有値と固有

ベクトルから流れの特性が分類できることを用い，固

有値が(共役)複素数の場合に流れは渦流であるとし

ている.

この相空間の手法を用いた同定法は， Sujudiら(2)

やBerdahlら(4)，また線形補間の四面体セル中の流

線の方程式にこれを適用した Sawada(l1)らの研究が

あり，航空分野や流体機械 a タービン等(10)に適用さ
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れている.例えば S吋udiら(2)は速度勾配テンソル

の固有ベクトルが示す旋回平面で速度が Oとなる点

(線)を渦軸として求めている.しかし，一般に渦流

を含む周辺には一様流が存在し，この場合渦軸上で速

度が Oにはならず， i両軸の抽出は難しい.

本研究は，速度勾配テンソルの固有値において，こ

の複素固有値の虚数部が渦流の旋回角速度を示すこ

と，かつ座標変換に対して不変であることから，これ

を一つの物理量として旋回関数 (swirlfunction)と定

義した.また，この旋回関数の分布から渦軸を同定す

る方法そ検討した.即ち，実在渦とされるパーガーズ

渦において旋回関数の特性について調べ，渦軸におい

て旋回関数が極大となることを示し，これを渦軸の同

定方法として数値解析の速度データ，及び実験データ

の解析を行った(12)(13) この方法によると，一様流

や渦流の規模に関わらず禍軸を同定することができ，

また明確な渦構造そ有する渦流を抽出できることを

確認した.

次章以降では，旋回関数と渦涜(渦領域と渦軸)に

ついて定義者E行い，実験データを含む解析について記

述する.

2.旋回関数の定義

ここでは Chongら(1)による速度勾配テンソルの

固有値による流れの分類に基づき，移動座標系におけ

る速度の定式化を行い，旋回関数の定義を行う.

デ、カルト座標系 (Cartesiancoordinate) (X1ぅX2ぅX3)

のある点ふにおいて，この点の速度 'Ui(X)と共に移

動する座標系 Xiを考える.このとき，座標系企にお

ける速度ベクトル仏(X)と空間座標，即ち(固定)座

標系 zにおける速度テンソル叫(X)との間には

仏(企)=叫(X)-Vi 

Vi = 'Ui(X) 

(1) 

(2) 

また，

Xi = Xi - Xi (3) 

の関係が成り立つ.このとき，座標系£は，固定座

標系に対し一定速度で平行移動している座標系であ

るから，この座標系における速度の微分，即ち速度勾

配と空間座標における速度勾配は等しいことに注意

する.即ち，

δ仏(X) θ'Ui(X) 
θ会3θXJ

(4) 

ここで，座標系企の原点周りにおいて速度ベクトル

をテイラー展開し， 2次以上の項を無視すると，

βふ 1β2仏
Vi(X) = 仏 (0) 十一二向十一~，υA 

δXj ~~ J 2θXjθ£k J 

白州)十24 (5) 

となる (Einsteinの総和規約を用いる).ここで，

仏(0)ニ O )
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であり，また式 (4)より座標系£の原点の近傍では

州)=わ (7) 

として速度を表すことができる.従って，

d企i a'Ui ̂  

dt θZ3Z3 
(8) 

または

A三[とl
(9) 

(10) 

が得られる.これは， Xi fこ関する自励方程式系 (au-

tonomous equation)である.この方程式の解(解軌

道)は，式 (8)の(速度勾配テンソルの)固有方程式，

即ち，

川公川ニO
、、、白『，
Jι

1
Eよ
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/
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そ解くことにより得られる.このとき，解軌道は式

(11)の固有値入j (j = 1ぅ2ぅ3)並びに固有ベクトル

ご(j)= (という ç~j) うとど)) = c}j)(j = 1，2，3)の線形結

合により表される.

A 入;tr(j)
Xi = cje' 'J し (12) 

Cjε R: Const， (j = 1ヲ2，3)

ここで，この固有方程式は 3次方程式であり， 3つの

固有値(固有ベクトル)を有する.これらの固有値の

組合せは

(i) 3つの実数

(ii) 1つの実数と 2つの共役複素数

の2通りに分類できる.即ち，これらの内，後者の 2

つの複素数の国有値を有するとき，この複素固有値は

互いに共役である.この共役な複素固有値を入1うん

とし，んを実数の固有値

入1，入2=入R 土仲 (ゆ>0) (13) 

(14) 入3=入αx，s
入品入αx，sεR
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デカルト座標系 (X1 ， X2 ， X3) において、 X3 軸~渦軸

とするパーガーズ渦の速度成分(り1，り2，V3)は，

五トメ
lJphl11e 
争

i;plallr! 

Fig.l Trajectory of swirling motion 

とおくと，共役な複素固有値入1，んに対応する固有

ベクトルは，

e (1) ， e (2) = eplαm土 tηplα口e (15) 

の共役な複素固有ベクトルの形で表すことができる.

また， ん(=入αxis)の(実)固有ベクトルをとαX"Sと

表すと，式 (12)における解軌道は

会=2e入Rt(e，plαneCOS併一 ηplα口esin ot) 

+ε入αXiSteαx，s )
 

口
り1

1
 

/''sι

、、

となる(ここで定数 C3二 l(j= 1う2，3)とした).

式 (16)は，ベクトルιIαne及び ηplaneで定義さ

れる平面上を旋回しつつ，またベクトル ιx，sの方

向に進む軌道(疏れ)，即ち渦流れであることを示す.

入R < 0である場合，流れは図 uこ示す様な吸い込み

の渦流となる.この流れの特性は，一様流の有無(慣

性座標系)によらない.

ここで，共役複素数の虚数部を旋回関数ゆ(X)と定

義する.即ち，

、1
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(17) 

旋回関数は速度場において定義され，その点の周りが

渦流である場合のみ，その旋回の角速度を表す.渦流

でない領域においては，旋回関数は Oである.また，

旋回関数は↑貫性座標系において不変量であり，一つの

物理量として考えることができる.

3.パーガーズ渦における旋回関数

一般に観察される渦流は，有限領域・規模のもので

あり，また渦中心付近では渦糸の高密度領域である

とされている.ここでは，実在渦の速度構造とされる

パーガーズ渦 (Burgersvortex)において，旋回関数

の特性を調べる.

119 

)

)

 

O

O

Q

U

 

1

i

t

I

 

/
t
t
¥

，〆
t
h
¥

p

u

p

u

 

u

り

ぬ一

T

町一

T

一

+

1
ょ

η
4

2

Z

 

α
一2
α
一2

一
一

一
一
一
一

ー

よ

り

ん

U

U

 

り3=αX3 (20) 

α:正定数

となる. ここで，

r=九/(xI)2十 (X2)2 (21) 
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であり， rは循環を，また νは動粘性係数をそれぞれ

示す.

パーガーズ渦における国有方程式 (11)を展開す

ると

(入ー α){入2+α入+(ω11ω22一ω12ω21)}= 0 (25) 

町三年 (26) 
OXj 

となる.ここで，非圧縮性流体における連続の式

θυ包ハ

θXi 
(27) 

を用いて入の 2次の項を消去し，また式 (20)より

ω33 =α (28) 

とした.

式 (25)より，

入=α (29) 

が一つの実数解であることがわかる.入の解が複素固

有値を有するときは，式 (25)の右辺の 2次式

入2十 α入+(ω11ω22一ω12ω21)= 0 (30) 

が共役な複素解を持つときである 式 (30)の判別式

をDとしこれそ展開すると，

D三 α2一4引(ω1日1ω2勾2一ω1ロ2ω幻

=今{-ぞ+2仇が) (31) 

が得られる.ここで，

D <0 (32) 
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州中止{ぞ十川 βr
2

} 

を定義すると，このときの解(固有値)は

(33) 

入=-i土仲 (34) 

となり， ゆ(r)は旋回関数を示し，旋回の角速度を

示す.

式 (32)を満たす領域について，式 (31)に式 (22)を

代入して D 二 Oとすると

つA
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(35) 

(36) 

の方程式が得られる.これを数値的に解くと，

市
古
川
ぃ

(37) 

三三 rc (38) 

となる.

従って，旋回関数ゆが正(速度勾配テンソルの固

有値が複素数)となるのは，渦軸上だけではなく

0壬r< rc (39) 

に示す有限領域である.

また，旋回関数ゅは r=Oにおいて特異性を有す

るため，r→ Oによる極限操作により渦軸における値

を評価する.LうHopita1の定理によりこの操作を行う

と渦軸中心における旋回関数ゆ(0)は以下となる

即ち，

ゆ(0)= 1i曳ゆ(r)

=J則{-(ぞf+叫 εβr
2

} 

αr 
(40) 

8πν 

となる これらの結果から求めた旋回関数の分布を

図 2に示す.旋回関数は渦軸のみでなく，ある有限

規模の範囲において値を有している.式(39)の領域

内では，任意の点が(その近傍領域の)渦軸であると

考えられる.従って，この連続領域を渦領域と定める

と，式(39)に示す有限領域がその領域となる.

一方，図 2は，渦領域の極大点が有限な規模の渦流

の渦軸であることを示している.そこで，本稿ではヲ

=。叩H
Q
E
占
-
H
刊注目

radius 

Fig.2 Swirl functionゆ(r)in Burgers vortex 

旋回関数の極大点を渦軸として定義し，流れの中のi品

流を同定する.

以下では，数値解析 CCFD)，並びに実験における

渦流解析の例を示す.数値解析，実験のいずれも速度

データから旋回関数を評価し，渦流の有無，並びに強

さを評価する.

4. CFDにおける渦流解析

図3は，左側からの流れが物体(白枠で示す四角形)

に当たって剥離し，一方で下側から一様流が流れる場

合の非定常解析において得られたある時刻の速度分

布を示す.また，この流れにおける旋回関数の等値線

図を図4に示す.これらの図では，速度または旋回関

数の数値が大きい場合から小さい場合に向かつて赤

色~青色に変化させて表示している.図 3では，下か

ら上に流れる一様流が大きいために渦流(剥離渦)の

有無を確認することはできない.一方，図 4による

と，旋回関数の等値線に従って剥離渦が抽出@同定さ

れ，その位置と強さが示されている園また，物体の直

後流(上側)の剥離渦(物体の右上部)において，旋回

関数の極大値が示す渦軸の移動速度を除した速度分

布を求める(図 5)と，この剥離渦(の渦流れ)が抽出

される. (図 5では，物体周辺部の流れを拡大して表

示した. ) 

また，参考までにこの解析(図 3の速度分布)にお

ける渦度分布(等値線図)を図 6に示す。渦度分布だ

けでは剥離渦が必ずしも明確ではなく、これだけでは

渦流の抽出は難しい。

図 7は，図の左側から流入して物体(白抜きの四

角形)を通過する剥離流れと右側端部の上側からの流

れとの合成により生成された渦流の流動解析(定常解

析)例であり， 3次元領域における上面の半分の(対

称)領域を示す.この速度分布における旋回関数の等

値線図(図的によると，速度分布から確認できる大

規模渦流の他，これと上司防、らの流れとの間(即ち大
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Fig.3 Velocity distribution of separa 

tion vortex with uniform flow 

Fig.4 Swirl function distribution of separation vortex 

Fig.5 Modified velocity distribution of 

separation vortex (zoomed) 

Fig.6 Vorticity distribution of separation vortex 

規模渦流の右側)に小さい領域であるが大規模渦流

と同程度の旋回強さを有する渦流を大規模渦流の右

側に確認できる.これは速度ベクトル(図 7)からは

確認できない.

5.実験データの渦流解析

渦流の実験において， PIV (Particle Image Ve 

locimetry)にて測定した速度分布図の一例を図 9に

示す.実験では，図 9の左右両側の下部から流れが

入り込んで中央部で衝突し，上側に向かう.一方で，

上部からは下方向に流れが入り込み，物体を通過して

剥離流れを起こす.この剥離流れと左右から流れ込

んだ衝突流れが重畳し，渦流が発生している.図 10

は，発生した渦流周辺の速度分布図を示す.この速度

データにおける旋回関数の等値線図を図 11に示す.

図 10では右上部に大規模渦流が確認できるが，一方

で図 11の旋回関数分布によると，複数の渦流が確認

Fig.7 Velocity distribution of日wirlingmotion 

Fig.8 Swirl function distribution of 

日wirli時 motion(big sw出時 motionin 

the middle and small one on the right 

side which is hidden in the velocity field) 

Fig.9 PIV insturmentation (raw data sample) 

できるものの右下に主要な渦流がある.即ち，可視化

における速度分布(静止座標系の速度分布)が示す大

規模渦流と旋回関数の極大値が示す大規模渦涜の位

置が異なっている.実験データの速度分布では一様

流の影響により渦流の位置がずれていると考えられ，

旋回関数の極大値(旋回関数が示す渦軸)における速

度を一様流とみなし，これを除した補正速度分布を求

めた.これを図 12に示す.図 12によると，旋回関

数の示す渦軸在中心とした渦流を確認することがで

きる.

本図 10と図 12におけるこれら 2つの渦流の構造

を調べるために，実験データ，並びに旋回関数が示す

渦流のそれぞれについて円柱座標系による速度分布

をまとめたもの在図 13，14にそれぞれ示す.これら

の速度分布図では，各々の渦軸そ中心として半径方

向，周方向の速度を求めた.可視化データの速度分布

が示す渦流において，図 13は明確な渦流の速度構造

121 
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Fig.l0 Velocity di日tributionobtained by PIV 

Fig.ll Swirl function distribution 

Fig.12 Modified velocity distribution 

ではなく，これだけで渦流と判断するのは難しい.一

方で，旋回関数の分布が示す図 14における速度構造

は，半径方向，周方向の速度分布がいずれも渦軸在中

心として拡がり，また半径方向の速度分布が負である

のは吸い込み渦であることを示しており，明確な渦流

の速度構造である.

6.考察

r 

Fig.13 Velocity structure of swirling 

motion indicated by velocity distribution 

(corresponding to Fig.l0) 

r 

Fig.14 V，巴locity structure of swirling 

motion identified by swirl function (cor 

respo凶 i時七oFig.12) 

これまでの解析例より，渦流において速度勾配テン

ソルが複素固有値となる(旋回関数が Oでない)領

域は有限領域であり，渦軸上(点または線)のみでは

ないことがわかる.また，旋回関数(複素固有値の虚

数部)の極大値を渦軸としてみなすことができる.即

ち，旋回関数の極大値そ渦軸とすることにより，その

速度分布は明確な渦構造を示す.旋回関数の分布で

は，旋回関数の極大値そ中心として，上に凸である領

域が該当渦流の中心領域(コア領域)と考えられる.

一様流が存在，または(移動)慣性座標系から観測

した場合，速度分布・流線にはこの一様流または移動

速度成分が含まれる(加えられている)ため，例え渦

流が存在したとしても，これら速度分布・流線がその

有無や位置を示すとは限らない.しかし，この場合，

この速度成分を除した補正速度分布から渦流が抽出

される園この成分は，旋回関数の極大値より禍軸を求

め，この点の速度を除することにより得られる.渦軸

以外の点の速度成分を除した場合，この渦軸とは異

なる点を中心とした渦流が現れるので注意が必要で

ある.

また，前述した流れの可視化実験データの解析によ

ると，取得した速度分布(流線)のみによる渦流の確

認は誤認の可能性があることを示している.これは，



旋回関数の定義と渦流の同定法への応用

流線がガリレイ変換に対して不変のものではないこ

とによる.従って，流れ(速度分布)の可視化実験は

有益な情報を与えてくれるが，渦流の有無の確認 e 評

価についてはこれだけでは不十分であり，本研究の様

に別途解析を行うことにより確認することが必要で

ある.

他の渦流の定義・同定法において，パーガーズ渦を

例にすると渦度は無限に広がっており，式 (39)に

示す渦領域より外側でも Oではなく，渦流の抽出に

は旋回関数による解析がわかりやすい.

速度勾配テンソルの第2不変量 Q

Q=j(川一山) (41) 

ωij 渦度テンソル

Sij ひずみ速度テンソル

に関し，バーガーズ渦の場合，旋回関数が渦軸で極大

となる特性は，この第2不変量 Qについても同様で

ある.即ち，

Q=入1入2十入2入3十入3入1

=ゆ(T)2;α2 (42) 

であり， αが定数であることから，旋回関数と同じ

特性を有する.但し，上式からもわかるように，第2

不変量 Qは旋回の強さを直接的には示していない.

第 2不変量 Qは，渦度テンソルの歪み速度テンソル

に対する大きさ・差を評価するには適しているが，渦

流または旋回の強さを評価する場合には旋回関数が

適していると考えられる.

速度勾配テンソルの固有値を用いた方法では，流れ

の粒子が 1旋回する時間(旋回角速度の周波数)torbit 

と渦領域(旋回面上)を通過する時間 tconvの比 T

tco口υ
7 二二一一一一一

torbit 。L
討にonv

Vconv 通過速度

L:渦領域の特性長さ

(43) 

を一つのパラメータ (intrinsicswirl parameter)とし

て渦流を同定する方法があるが(4) この場合本パラ

メータは周りの速度に依存するため，渦流そのものの

強さ(旋回の大きさ)を示すパラメータとするのは難

しい.また，特性長さや通過速度を求めるためには工

夫を要する.

速度勾配テンソルの固有ベクトルが示す旋回平面

で速度が Oとなる点(線)を渦軸として求める方法(2)

では，渦流の周辺に一様流が存在し，渦軸で速度が O

にはならない場合は抽出が困難である.また，旋回領

域内の各セル中で、流線の方程式から禍軸を同定する

方法(11)では，大規模・有限規模の渦流の場合，渦流

は複数のセル(数値解析または実験における速度デー

タのメッシュ)にまたがるため，真の渦軸を抽出する

には工夫を要する.

本解析では，一様流の有無 a 渦流の規模に関わらず

渦流の位置(渦軸)を同定できる.また，速度データ

のみで解析することができ，可視化の実験データから

渦流を評価することが可能である(13)

渦流，またこの渦流の位置と強さは，対象とする流

れ(の領域)の特性や安定性にとって重要な役割を果

たし，関連する機械の性能や構造物に与える負荷，振

動，また音の対策等様々な技術領域に影響する.大規

模・有限な渦流では，渦領域よりむしろ渦軸を明確に

することにより検討すべき流れの部分(領域)・ター

ゲ、ツトを絞り込むことができ，渦流の本質的な対策や

流動制御，また，効率の良い設計に展開できる.この

様な場合，本同定法は有効であると考えられる.

7.結 百

速度勾配テンソルの固有値における虚数部を旋回

関数と定義した.旋回関数はガリレイ変換に依存し

ない物理量であり，渦流の角速度を示す.この旋回関

数の極大値より禍流(渦軸)を同定する方法では，一

様流の有無や渦流の規模に関わらず渦流の同定が可

能であり，渦軸を抽出することができる.剥離渦や渦

流の存在が重要な流動設計では，これにより検討すべ

き流れの対象領域を明確にすることができ，また旋回

の強さを併せて評価できるため有効である.また，速

度場のみから同定できるため実験データの解析にお

いても特に有効となる.
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